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Ashby, Ava (M.S., Physics)

The study of modeled atomtronic barrier potentials through the impedance method

Thesis directed by Prof. Dana Anderson

The general impedance method developed by Khondker et.al [1] is applied to multiple barrier

potentials to study the transmission behaviors of a single Gaussian barrier potential, double rectan-

gular barrier potential, and a double Gaussian barrier potential. Using the impedance method we

will find quantum mechanical transmission behaviors like resonant tunneling for the quasi bound-

states of the double barrier potentials. The single Gaussian barrier potential is an approximation

for the atomtronic battery and the double Gaussian barrier potential is an approximation for the

atomtronic transistor. Thus far, the atomtronic work presented in reference [2] was done in the

classical regime where thermal currents dominate. The work presented in this thesis analyzes the

quantum mechanical characteristics, such as tunneling, to be incorporated and perhaps used to

explore coherent transistor action.
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Chapter 1

Introduction

Purpose of Study

This thesis details the use of the impedance method [1, 3] as a means to develop and

understand atomtronic circuits. The impedance method is a numerical method that draws an

analogy between the one-dimensional time-independent Schrödinger equation and transmission line

theory in electronics and has been applied to double rectangular barrier potentials in [4] and [5] as

well as other other well potentials, as in [6], for finding the bound-state solutions. The impedance

method is used to calculate transmission/reflection probabilities, complex reflection coefficients, and

eigenenergies of an arbitrary potential. In this thesis the impedance method is applied to a single

Gaussian barrier potential, a double rectangular barrier potential, and a double Gaussian barrier

potential. For the double rectangular barrier potential and the double Gaussian barrier potential,

the impedance method can also be used to evaluate the eigenenergies for the resulting well between

the barriers. In this work, application to atomtronics is made through a single Gaussian barrier

potential and a double Gaussian barrier potential. Atomtronics is the atomic analog to electronics,

in which neutral atoms replace electrons resulting in an atom current rather than an electron

current. The chemical potential, µ, of the system replaces the electric potential to further the

analogy between atomtronics and electronics. The work done in reference [2] was done in the

classical regime where thermal affects dominate. The work done in this thesis is an exploration of

quantum mechanical effects like tunneling and can be used to incorporate and design potentials

that use tunneling as a feature to atomtronic devices.
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The atomtronic battery is created by the superposition of a harmonic well and a single

Gaussian barrier potential [2]. The single Gaussian barrier potential will be treated using the

impedance method in chapter 3 to find the behaviors of transmission associated with transmission.

The atomtronic transistor is modeled by the superposition of a harmonic well and a double Gaussian

barrier potential. The triple-well formed by this superposition is analogous to the three terminals

of an electronic transistor, and the chemical potential in each well is analogous to the node voltage

of the electronic transistor. The double Gaussian barrier potential will be treated by using the

impedance method in chapter 4.

Because the impedance method is a numerical approximation, there are limitations to its ef-

fectiveness. Numerical limitations depend on the computation program used, and for more complex

potentials, like that of the double barrier, energy spectra with much higher density or non-uniform

optimized density must be used. Other limitations come from approximation of the potential bar-

rier itself; since the impedance method incurs error for potentials with infinite slope, e.g. the

step potential or double rectangular barrier. However, unlike other methods such as the Wentzel-

Kramers-Brillouin (WKB) method, there is not a limitation on the variation of the potential. The

impedance method is effective, simple to use, and can be applied to almost any potential.

This thesis is arranged as follows:

Chapter 2 introduces the general impedance method, a numerical method developed by

Khondker et al in reference [1]. The analytically solvable step potential which is used as an

example of the application of the impedance method. The impedance method is extended to the

potential barriers covered in chapters 3, 4 , and 5. Chapter 3 covers the single Gaussian barrier

potential. Using the impedance method the transmission spectrum of a single Gaussian barrier

potential is evaluated and used to determine the characteristics of the potential that lead to certain

behaviors of the transmission. The single Gaussian barrier potential is an approximation of the

atomtronics battery potential. Chapter 4 covers the double rectangular barrier potential. The

double rectangular barrier presents an interesting case that can be solved analytically. The double

rectangular barrier allows for resonant tunneling; meaning that incoming energies less than that of
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the barrier height may have unity transmission when on resonance with the middle well. Resonant

tunneling and the quasi-bound eigenenergies are explored and compared to its analytical solution.

Chapter 5 explores the double Gaussian barrier potential. The double Gaussian barrier potential

is an approximation to the atomtronic transistor potential. Manipulating the characteristics of the

barriers and analyzing the resulting transmission spectrum and resonant eigenenergies allows us

to optimize the atomtronic transistor potential to include quantum mechanical properties. The

atomtronics transistor uses two blue detuned light sheets superposed on a harmonic magnetic trap

to form a triple-well geometry. The purpose of analyzing the transmission spectrum of the dou-

ble Gaussian barrier potential is to gain further understanding of quantum mechanical behaviors,

like that of resonant tunneling, and apply them to the triple-well potential. Chapter 6 concludes

the thesis. For the three barrier potentials studied here, the single Gaussian barrier potential,

the double rectangular barrier potential, and the double Gaussian barrier potential, apparent re-

lations between barrier characteristics and transmission energies are made through the use of the

impedance method. The double Gaussian barrier potential can be applied to the atomtronic tran-

sistor potential in order to optimize certain behaviors, such as a coupling of resonant energy to the

dipole moment of the gate condensate.



Chapter 2

Introduction to the General Impedance Method

2.1 The transmission line analogy: The general impedance method

The transmission line analogy, also known as the general impedance method or impedance

method, was developed by Khondker, et al. [1] in 1987 as a method to solve the Schrödinger

equation for the quantum mechanical transmission spectrum of an arbitrary potential barrier.

Originally this method was developed to describe tunneling in electronic devices, here the method

is applied to atomtronic devices. Knowing the quantum mechanical transmission probability is

useful for determining tunneling conditions, bound state conditions, resonant tunneling energies,

wavefunction behavior, etc. Using Schrödinger’s equation to find the transmission probabilities is

only analytically possible with a handful of potential barrier functions, such as the infinite/finite

square well, the delta potential, and the finite square barrier; many of these are common examples

in physics textbooks [7, 8]. Other numerical and approximation methods can be used to solve for

the transmission spectrum. For example, the Wentzel-Kramers-Brillouin approximation (WKB),

provides an analytical solution for a slowly varying potential, or the Schrödinger equation can be

solved directly via the finite difference method.

The general impedance method is a numerical method that calculates the quantum mechani-

cal wave impedance allowing for the quantum mechanical transmission probabilities to be evaluated

as well as the eigenenergies. The method is based on the suggestion that two similar problems will

have similar solutions and draws a parallel between the Schrödinger equation and transmission

line theory for a generalized distributed impedance. The barrier of an arbitrary potential in the
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quantum scheme is analogous to the junction between two different transmission lines, and the

wavefunction and its derivative are analogous to the transmission line voltage and current, respec-

tively. The qualitative comparison below show the relationship between Schrödinger’s equation and

transmission line theory,

Schrödinger :

ψ(x) = A+(eκx − ρe−κx)

− i~
m

dψ

dx
= A+ζ0(e

κx + ρe−κx)

R = |ρ|2 =

∣∣∣∣κ2 − κ1κ2 + κ1

∣∣∣∣2
⇐⇒

Transmission line theory :

I(x) = I+(eγx − Γe−γx)

V (x) = I+ζ0(e
γx + Γe−γx)

RL = |Γ|2 =

∣∣∣∣∣ζLOAD − ζ0,LINEζLOAD + ζ0,LINE

∣∣∣∣∣
2

, (2.1)

where γ = κ =
i
√

2m(E−U)

~ is the propagation constant and κ1, κ2 denote the propagation constant

in the reflected region 1 and barrier region 2 respectively. The wave amplitude reflection coefficient

is ρ = Γ, ζ0 = − i~κ
m is the characteristic impedance, and R is the quantum reflection coefficient,

which is directly related to RL, the reflection coefficient defined in transmission line equations. The

load and characteristic impedances of the transmission line are ζLOAD and ζ0,LINE , respectively.

The amplitude constants, A+ and I+, are defined by initial conditions. Here, ~ is Planck’s constant,

m is the atom mass, E is the energy of the incoming atom wave, and U is the potential barrier

function.

The total voltage, V (x), and total current, I(x), between two different transmission lines

must be continuous across the boundary, analogous to the boundary conditions of the quantum

mechanical wavefunction, ψ(x), and its derivative, dψdx , must also be continuous across a barrier. The

impedance, given a complex current and voltage, which is defined by Ohm’s law as ζ = V (x)/I(x)

therefore, the quantum mechanical wave impedance is defined as

ζ(x) = V (x)/I(x) =
−i~
m

1

ψ(x)

dψ

dx
−→ ζinput = ζ0

ζloadcosh(κl)− ζ0sinh(κl)

ζ0cosh(κl)− ζloadsinh(κl)
, (2.2)

where ζinput is the input impedance, ζ0 is the characteristic impedance defined in Eq. (2.5), and
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ζload is the load impedance [1, 3]. The quantum mechanical wave impedance, ζinput, must be

continuous across the boundaries; at the boundaries the load impedance, ζload, in the reflection

region is equivalent to the input impedance, ζinput, inside the barrier. From the boundary conditions

the definition of the wave amplitude reflection coefficient becomes Γ =
ζinput−ζ0
ζinput+ζ0

, allowing for the

transmission probabilities to be determined from T = 1 −|Γ|2. The quantum mechanical wave

impedance also allows for the eigenenergies of potential wells to be evaluated. The energy condition

to find the eigenstate energies becomes

ζinput,L(xref) = ζinput,R(xref) , (2.3)

where ζinput,L(xref) is the left looking impedance from a chosen reference plane and ζinput,R(xref) is

the right looking impedance from the same chosen reference plane. The Mathematica package for

calculating the eigenenergies is provided in Appendix B.

The general impedance method uses the quantum mechanical wave impedance in an iterative

manner where,

kj =
i
√

2m(Ej − Vj)
~

, (2.4)

ζ0,j = − i~kj
m

, (2.5)

ζinput,j = ζ0,j
ζload,jcosh(kjl)− ζ0,jsinh(kjl)

ζ0,jcosh(kjl)− ζload,jsinh(kjl)
, (2.6)

where kj is the propagation constant for iteration j and ζ0,j is the characteristic impedance for

iteration j. ζinput,j is the input impedance of the jth segment and ζ0,j is the characteristic impedance

of the jth segment (Note: for j = n where n is the total number of iterations, ζload,n = ζ0,n). The

load impedance of the jth segment is ζload,j and is equal to ζinput,n−1. From definition Eq. (2.2)

one can iterate backwards from j = n to j = 1 along the potential function in order to calculate

ζLOAD and ζ0,LINE and find the reflection coefficient,
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R =

∣∣∣∣∣ζinput − ζ0ζinput + ζ0

∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣ζLOAD − ζ0,LINE

ζLOAD + ζ0,LINE

∣∣∣∣∣
2

= RL . (2.7)

Figure 2.1: An arbitrary potential function showing the iteration scheme for the impedance method
that begins on the right most point and ends on the left most. Image credit: [3].

Fig. 2.1 shows an incident wavefunction ψincident with some incoming energy and an arbitrary

potential barrier function V (xn). Using Fig. 2.1 for reference, start with some ψincident at an energy

E and a potential barrier defined by n discrete points. Then the impedance method initializes at

the (xn, Vn) position, where the step size xn − xn−1 = l is defined and is the same through out

the region of interest. We first apply Eq. (2.4) with E and Vj = Vn giving a value for kn. From

here ζ0,n is found from Eq. (2.5) and defines ζload,n giving ζinput,n = ζ0,n. For the next iteration

we move to position (Vn−1, xn−1) and set ζload,n−1 = ζinput,n = ζ0,n. Because Vn−1 6= Vn, it follows

that kn−1 6= kn and kn−1 is used to find ζ0,n−1. Given l, kn−1, ζ0,n−1, ζload,n−1 = ζ0,n and plugging

into Eq. (2.2), we now have ζinput,n−1. Continuing with this pattern all the way down to j = 1 we

are left with ζ0,1 and ζinput,1 which is substituted into Eq. (2.1) for the reflection probability of our

arbitrary potential. See Appendix A for the Mathematica package for the impedance method.

As an example, the simple and analytically solvable step potential barrier is presented. From

there the impedance method will be applied to a single Gaussian barrier potential, a double rect-

angular barrier potential, and a double Gaussian barrier potential. The single Gaussian barrier

potential and the double Gaussian barrier potential are simplifications of an atomtronics battery-

like potential and transistor-like potential, respectively. The single Gaussian barrier potential will
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be discussed in chapter 3 and the double Gaussian barrier potential is discussed in chapter 5.

2.2 An Example: The step barrier potential

The one-dimensional step potential, whose function is defined by Eq. (2.8) and shown in

Fig. ??, may be solved analytically by the Schrödinger equation. The potential energy function is

zero in the range x = (−∞, 0) and a constant V0 over the range x = [0,∞).

The step potential function is defined by

V (x) =


0 : x < 0

V0 : x ≥ 0

, (2.8)

where V0 is the height of the step potential [7]. The analytical solution for the reflection probability,

Rtheory, and transmission probability, Ttheory, are

Rtheory =


1 : 0 ≤ E ≤ V0(
E−
√
E(E−V0)

E+
√
E(E−V0)

)2
: E > V0

, (2.9)

Ttheory = 1−Rtheory =


0 : 0 ≤ E ≤ V0

4E3/2
√
E−V0(

E+
√
E(E−V0)

)2 : E > V0

, (2.10)

where E is the energy and V0 is the height of the potential [7, 8] and is solved directly from the

Schrödinger equation. In Fig. 2.2 the potential height is given a value of V0 = 1 kHz with a

position range of x = [−3.0 mm, 3.0 mm] in steps of l = 0.40 µm so that the assumption of the

potential extending to infinity can be approximated for the analytic case. The necessary inputs for

the impedance method are the step size, l, the potential barrier array, ~V , and the incoming energy

array, ~E;
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l =xn − xn−1 = xn−1 − xn−2 = ... = x2 − x1 = 0.40 µm ,

~V =[0, ..., 0, V0, ..., V0]
T = [0, ..., 0, 1, ...1]TkHz ,

~E =[E1, ..., Em, ...En]T = [0, ..., 3.998, ..., 5.0]TkHz .

(2.11)
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Figure 2.2: A flow chart depicting the iteration scheme for the impedance method using a step potential (blue) and some incident wave
with energy Em denoted by the yellow dashed arrow. Starting at point A and following through all the way to the end of the defined
potential at point D. The step potential is the blue solid line. The points A, B, C, and D are denoted in pink. The iteration steps are
denoted by red arrows and the impedance method scheme at steps A, B, C, and D are black.
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Using Fig. 2.2 and starting with the nontrivial case of incoming energy Em > v0, the method

begins at point A = (xn, vn). The first calculation finds kn from Eq. (2.4) where vn = v0 and from

there ζ0,n is defined by Eq. (2.5). For this initial iteration we set ζload,n = ζ0,n which it clearly follows

that ζinput,n = ζload,n = ζ0,n. Moving one step in the negative x-direction to point B = (xn−1, vn−1)

where vn−1 = v0, and plugging in ζload,n−1 = ζinput,n we are left with all the same values; that is

to say that kn−1 = kn, ζ0,n−1 = ζ0,n, ζload,n−1 = ζload,n = ζ0,n, and ζinput,n−1 = ζinput,n = ζ0,n.

This is true for all following steps to point C = (xj , vj) where vj = 0, and C is the step where

vj+1 = v0 → vj = 0. At point C kj 6= kn and it follows that ζ0,j 6= ζ0,n and ζinput,j 6= ζ0,n as

well. However ζload,j = ζ0,n is still true at this point because ζload,j = ζload,j+1. As we move from

point C down to point D = (x1, v1) where v1 = 0, it is clear to see that at each step it is true

that kj = kj−1 = ... = k1 and ζ0,j = ζ0,j−1 = ... = ζ0,1, but ζload,j 6= ζload,j−1 6= ... 6= ζload,1 and

thus changing the value of ζinput,i along the way as well. At the end of the potential, the values

of ζ0,1 and ζinput,1 and are used in Eq. (2.7) to find the reflection probability R. The transmission

spectrum for the step potential barrier is shown in Fig. 2.3 along with the analytically derived

transmission probability from Eq. (2.10). The Mathematica notebook for the step potential barrier

is given in Appendix B.

2.3 Summary of the numerical method

The impedance method is a numerical method that draws parallels between Schrödinger’s

equation and the transmission line theory by defining a quantum mechanical wave impedance. The

impedance method is an iterative scheme that uses the propagation constant ki, the characteristic

impedance ζ0,i, and the input impedance ζinput,i, i.e. the quantum wave impedance, to find the

quantum mechanical transmission spectrum for an arbitrary potential energy function. For the case

of a double barrier potential or well potential, the method can be used to find the eigenenergies of

the quasi-bound states.
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Figure 2.3: The transmission spectrum for the step potential barrier. The blue solid line is the
evaluated transmission spectrum by the impedance method and the red solid line is the analytical
solution for the transmission spectrum defined in Eq. (2.10).



Chapter 3

The Single Gaussian Potential

3.1 The single Gaussian barrier potential

The Gaussian barrier potential, described by Eq. (3.1), is commonly used as the continuous

counterpart of the finite square barrier in discussing tunneling behaviors. The single Gaussian

barrier potential is described by,

V (x) = v0e
− x

2

σ2 , (3.1)

where v0 is the peak potential height and σ is the variance, or width, of the barrier. The variance

of the single Gaussian potential is related to the full width half maximum (FWHM) by Γ =
√

ln 2σ.

Figure 3.1 shows the Gaussian barrier and its variations of the potential height and variance. An

increase in σ increases the FWHM which decreases the tunneling probability for the wavepacket of

a given energy. Increasing the peak potential height makes the barrier taller and has the effect of

shifting the tunneling energies to higher values.
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Figure 3.1: The Gaussian barrier potential with varied σ. The two barriers have values σ =
{1.0 µm (Blue solid line), 1.6 µm (Orange solid line), 2.1 µm (Green solid line), 2.5 µm (Red solid line)} while the potential barrier
height v0 is held fixed at 30 kHz. Notice how an increase of σ increases the FWHM (full width half max) of the potential, this increase in
the FWHM will decrease the tunneling probability. The Gaussian barrier potential with varied potential height, v0. The potential height
has values v0 = {30 kHz (Blue solid line), 31 kHz (Orange solid line), 32 kHz (Green solid line), 33 kHz (Red solid line)} while σ is held
fixed at 1.0 µm. An increase in v0 clearly increases the peak of the Gaussian and this will shift the tunneling probability to have a higher
energy range.
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The tunneling condition for the Gaussian barrier potential, as derived in reference [9], is

1

8σ2
> (v0 − E) , (3.2)

where E is the incoming energy of the wavepacket. Eq. (3.2) was derived from the time-energy

uncertainty principle ∆E∆t ≥ ~
2 where ~ has been taken to be unity. The left hand side of the

tunneling condition is the kinetic energy of the wavepacket and the right hand side defines the

energy difference. The condition states that the kinetic energy must be greater than the difference

between the peak potential energy height and the incoming energy of the wavepacket. However,

this tunneling condition is inconsistent; the values of the first tunneling energy in Table 3.1 violate

this condition, and, as is discussed in reference [10], the dimensions on either side of Eq. (3.2)

do not agree. When Eq. (3.2) is put into dimensionless notation, v0 − ε < 1
8 , the transmission

probability for 0 < ε < v0 still violates this condition, i.e. there is still tunneling [10].

The single Gaussian barrier is a precursor to the double Gaussian barrier which is the ap-

proximated barrier function for the atomtronics transistor potential. The Gaussian barrier was

studied for variations in the peak potential height, v0, and in variance, σ as is shown in Fig. 3.1.

The first tunneling energies are calculated using the impedance method’s transmission spectrum

for the different combinations of height and σ. These are given in Table 3.1.

3.2 Applying the impedance method to the single Gaussian barrier potential

Studying the transmission spectrum of the single Gaussian barrier potential allows for opti-

mization of barrier characteristics such that only certain specific incoming energies can be trans-

mitted or have full reflection. The transmission spectra for a single Gaussian barrier are shown in

Fig. 3.2, and Fig. 3.3. The transmission spectrum for a Gaussian potential barrier whose height is

held fixed at 30 kHz with varied σ is shown in Fig. 3.2. Notice that the transmission slope increases

with increased σ, in other words the allowed tunneling energy values increase and approach the

energy of the peak potential height from both sides. This is because as σ is increased, the FWHM
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is increased and the wavepacket has more barrier to tunnel through. The 50% transmission energy

is the same for all four different σ values and is directly related to the Gaussian barrier height.

When the incoming energy of the wavepacket is equivalent to that of the barrier height, 50% of

the incoming wavepacket is reflected back and the other 50% continues in the forward direction.

This is because the incoming wavepacket is described by a plane wave, so it oscillates about its

incident energy with half the wave being below the energy and half the wave being above it, thus

50% gets reflected back from the Gaussian barrier. At the lower end of the tunneling energy range

one can clearly see from Fig. 3.2 and Table 3.1 that for a smaller σ one can have lower energies

tunneling through the barrier and that the relation between tunneling and σ is not a linear one. At

the upper end of the energy range in Fig. 3.2 and Table 3.2, when the incoming energies are at and

above that of the peak barrier height v0 we see that for smaller σ, higher energies are still affected

by the Gaussian barrier as compared to larger σ where transmission of the incoming wavepacket

approaches unity faster. This behavior suggests that at the limits of σ << 1 and σ >> 1 the

transmission spectrum will behave as a transmission spectrum for a delta function potential or the

classical transmission spectrum for a step potential respectively as shown in Fig. 3.4.

The transmission spectrum for a Gaussian potential barrier whose σ is held fixed at 1.0 µm

with varied peak potential height is shown in Fig. 3.3. The entire transmission spectrum is shifted

to the right for higher peak potential energy heights, which is due to the barrier now being present

at higher incoming energies. A change in the peak potential height has the effect of shifting the

transmission spectrum’s 50% transmission energy to the energy level of the peak potential height,

changing both σ and the peak potential height leads to the unsurprising result of a shift in 50%

transmission energy to v0 for the different variances. In other words, the first tunneling energy for

a change from σ = 1.0 µm to σ = 1.6 µm for a potential height of 30 kHz differs by approximately

2 kHz and for the same change in σ at a potential height of 31 kHz, 32 kHz, and 33 kHz the

first tunneling energies differ by approximately 2 kHz as well. This behavior is relevant for the

optimization of the potential to specific tunneling energies.

The first tunneling energies in Table 3.1 are found using the impedance method rather than
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Figure 3.2: The transmission spectrum of the Gaussian barrier with σ =
{1.0 µm (Blue solid line), 1.6 µm (Orange solid line), 2.1 µm (Green solid line), 2.5 µm (Red solid line)}
with the peak potential barrier height held fixed at 30 kHz. The light gray grid lines locate the
50% transmission point, or in other words 50% of the wavepacket is reflected off the Gaussian
barrier. Notice how the energy of 50% transmission is equivalent to the Gaussian barrier height.
The transmission spectrum with the largest variance, σ = 2.5 µm has the steepest slope, and this
correlates to having a smaller energy range where tunneling is possible, i.e. the first allowed energy
that can tunnel through the barrier is much closer to the Gaussian barrier height.

Table 3.1: The first tunneling energy calculated from the impedance method for the single Gaussian
barrier. The horizontal row entry denotes the variance σ and the vertical column entry denotes the
peak potential height v0.
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Figure 3.3: The transmission spectrum of the Gaussian barrier with varied height, v0 =
{30 kHz (Blue solid line), 31 kHz (Orange solid line), 32 kHz (Green solid line), 33 kHz (Red solid line)}
with σ held fixed at 1.0 µm. The light gray grid lines denote the 50% transmission point where
50% of the wavepacket is reflected off the barrier. Notice how the energy of 50% transmission is
again equivalent to the Gaussian barrier height. The slope of the transmission line is the same
for each variation but the tunneling energies have shifted by the same amount that the potential
height has.

Table 3.2: The last energy before full transmission is achieved, calculated from the impedance
method for the single Gaussian. The horizontal row entry denotes the variance of the Gaussian
potential barrier and the vertical column entry denotes the peak potential height of the Gaussian
potential barrier.
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Table 3.3: The central rate of change or slope of the Transmission spectrum between the first
tunneled energy and the last energy before full transmission is achieved for the single Gaussian.
The horizontal row entry denotes the variance of the Gaussian potential barrier and the vertical
column entry denotes the peak potential height of the Gaussian potential barrier.
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the tunneling condition Eq. (3.2). The first tunneling energy was found by finding the first incoming

energy in the set Eincoming = {0.001, 0.0011, 0.0012, ..., 39.9999, 40.0} kHz that corresponds to the

first reflection probability being less than unity. The values for each different variation of the

potential are given in Table 3.1. Notice how an increase in σ increases the first tunneling energy,

as does an increase in peak potential height of the Gaussian barrier. Changing the barrier height

by 1 kHz causes the energy to shift by just under 1 kHz, but changing σ does not have such a near

1:1 relation. As σ is increased the growth in the energy is slowed, i.e. when σ = 1.0 µm versus

when σ = 1.6 µm the energy increases by approximately 2, but when compared to σ = 1.6 µm and

σ = 2.1 µm whose difference is 0.5 µm the energy increases, but by less than unity. This can also

be seen in Fig. 3.2 and Table 3.3, where the slope of transmission for σ = 1.0 µm is the slowest and

the slope for σ = 2.5 µm is the fastest, while the σ values are between the two have slopes much

closer to that of σ = 2.5 µm than σ = 1.0 µm even when the difference between them is lessened

when taken with respect to σ = 1.0 µm. This behavior illustrates that the relation between σ

and tunneling energies is not a linear one, although Eq. (3.2) cannot be used quantitatively, this is

expected due to the tunneling condition. The slopes of the transmission spectrums are tabulated in

Table 3.3, there the relation to σ and peak potential height is clear. The increase in peak potential

height provides a slight decrease in the rate of change of the transmission spectrum over the energies

of interest, but on the order of 10−3, where as the increase in σ has a more significant impact in

the rate of change of the transmission spectrum over the energies of interest, that being on the

order of 10−1. Table 3.2 shows the opposite trend for σ as Table 3.1 does; as σ is increased the

last energy before full transmission decreases. This behavior is as expected since in the limiting

case of a very large σ we expect the transmission spectrum to be that of a classical step potential;

the energies which are transmitted are those greater than the peak potential height, otherwise full

reflection happens. For each change in the potential height with the variance fixed at σ = 2.5 µm

the last energy is approximately 2.5 kHz above the peak potential height, again illustrating a linear

relationship. As is discussed above, when the limits of σ are very small or very large, corresponds

to a delta function potential and a classical transmission for a step potential, illustrated in Fig. 3.4.
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Figure 3.4: The transmission spectrum for a the single Gaussian potential with peak potential
height at 30 kHz with the variance at the extreme limits of σ << 1 and σ >> 1. In the limit of
σ << 1 a transmission spectrum similar to that of a delta potential is expected and in the limit of
σ >> 1 a transmission spectrum similar to that of a step potential is expected.
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Figure 3.5: The wavepacket interacting with the Gaussian barrier potential. The potential has
σ = 1.0 µm and v0 = 30 kHz. The wavepacket is described by a plane wave whose incoming
energy is that of the first tunneling energy for this particular Gaussian barrier, E = 24.38 kHz.
The wavepacket on the left hand side of the barrier clearly oscillates about its incoming energy
and is the superposition of the incident wave and the reflected wave. At the barrier one see’s a
spike in amplitude of the wavepacket which is from the reflected wave and incident wave having
constructive interference. Within the barrier there is exponential decay until it exits the barrier
and can be described by a plane wave traveling to the right, the amplitude of this plane wave
is significantly reduced from the incident waves amplitude because we are at the lowest possible
energy that still allows for tunneling, so a very small percent of the wave is transmitted through
the barrier. It is key to note that this is a time-independent depiction.
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An approximate depiction of what the wavepacket looks like when interacting with the Gaus-

sian barrier potential is shown in Fig. 3.5. The Gaussian barrier potential is described by Eq. (3.1)

σ = 1.0 µm and v0 = 30 kHz. The wavepacket has an incoming energy of E = 24.38 kHz, which

corresponds to the first tunneling energy for this particular Gaussian barrier, as stated in Table 3.1.

The wavepacket is described by a plane wave, with an incident amplitude coefficient of unity and the

reflection and transmission amplitude coefficients are determined by the general impedance method

described in Chapter 2. As expected the wavepacket in region I, the region to the left of the barrier,

has a clear oscillation about the energy E = 24.38 kHz and is a superposition of the incident wave

and the reflected wave. The spike at the barrier is in part due to the Gibbs phenomenon, which is a

numerical and physical effect caused by large oscillations near the jump discontinuity, at the barrier,

of the piecewise continuously differentiable periodic wavefunction which is defined in Eq. (3.3) and

in part due to the constructive interference between the reflected wave and the incident wave. At

the classical tuning point, the probability of finding the wave is higher because the kinetic energy

is lower at the reflection point. An analogy for this is a classical pendulum, where probability of

finding the pendulum at the turning points is highest. The piecewise periodic wavefunction is,

Ψ(x) =



eikx + re−ikx : x ∈ Region I: Left of the barrier

e−κx : x ∈ Region II: Inside the barrier

teikx : x ∈ Region III: Right of the barrier

, (3.3)

where k =
√

2m(E−V (x))
~2 and κ =

√
2m(V (x)−E)

~2 , r is the reflection amplitude found from the

impedance method (see Appendix C), t =
√

1−R where R is found by the impedance method

(see Appendix A) and defined in Eq. (2.7). The behavior of the wavepacket within the barrier is

that of exponential decay, and again at the jump discontinuity, as the wave exits the barrier, we

see a slight spike from the Gibbs phenomenon and reflection within the barrier. The amplitude

of the wavepacket that has successfully tunneled through is significantly reduced from that of the

incident amplitude showing that there is indeed a small fraction of transmission occurring for this

energy. The transmitted wave oscillates about the energy E = 24.38 kHz but the amplitude is



24

comparatively much smaller.

3.3 Chapter conclusion

The atomtronic battery potential is a super position of a harmonic well and single Gaussian

barrier potential. The atomtronic barely is analogous to the electric barely, where the electric

potential is now defined by the chemical potential and the current is now defined by the atomic flux

that depends on the barrier height of the single Gaussian potential barrier. For further discussion

on the atomtronic battery see [2] and [11] .

The single Gaussian barrier potential allows for transmission at energies lower than the peak

potential height, i.e. tunneling occurs. Increasing the height of the Gaussian barrier has a near

one-to-one relation with the first tunneling energy and keeps the general shape and slope of the

transmission spectrum. Unlike the relationship with the height of the Gaussian barrier, σ of the

Gaussian barrier does not scale linear with the tunneling energies. Changing σ changes the shape

and slope of the transmission spectrum, and an increase in σ steepens the slope of transmission

for tunneling and transmitting energies and shrinks the range of those energies as well. Knowing

how transmission depends on the barrier characteristics allows for the single Gaussian barrier

potential to be used as a spectrum analyzer. In the limiting cases where σ << 1 and σ >> 1,

the transmission spectrum of the single Gaussian barrier approaches the transmission spectrum for

a delta potential and the classical transmission spectrum for a step potential, as expected. The

Mathematica notebook for the single Gaussian barrier potential is given in Appendix C.



Chapter 4

The Double Rectangular Potential

4.1 The double rectangular barrier potential

For a double barrier potential, e.g. a double rectangular barrier or double Gaussian barrier,

the quantum mechanical phenomenon of resonant tunneling occurs. This tunneling occurs when

the incoming energy of the wavepacket is resonant with the eigenenergies of the inner potential

well. Thus allowing the wave packet to be fully transmitted through the potential even when the

incoming energy is less than that of the potential’s height. In the impedance method, the energy

condition for resonance is ζLeft(Rc) = ζRight(Rc), where Rc is the chosen center reference plane [1].

In effect, the left looking impedance is equivalent to the right looking impedance from a chosen

center reference plane. See Appendix D. For the double rectangular case the potential is described

by Eq. (4.1),

v(x) =



v01 : −b ≤ x ≤ −a Region II

0 : −a < x < a Region III

v02 : a ≤ x ≤ b Region IV

0 : |x| > b Region I and V

. (4.1)

Here, we choose b = 0.6455 µm, a = 0.3125 µm, v01 = 30 kHz, and v02 = 30 kHz. Figure 4.1

shows the potential barrier, described in Eq. (4.1), with the different regions labeled for clarity.

The double rectangular barrier potential is an analytically solvable problem. The solution is found
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by separating the problem into five different regions and calculating the respective periodic solu-

tions to the Schrödinger equation, as denoted in Fig. 4.1 as region I, II, III, IV , and V . The

boundary conditions require that the periodic functions and their derivatives are continuous over

the boundary.

The analytical reflection/transmission is derived using the one-dimensional time-independent

Schrödinger equation −i~
2m

d2ψ
dx2

+ v(x)ψ(x) = Eψ(x) as shown in Eq. (4.2). Although solvable, the

calculation is quite involved and is generally done numerically as in [4]. References [12] and [13]

have published analytical transmission coefficient functions, but they are not in agreement with each

other nor with Eq. (4.2), Eq. (4.3), and Eq. (4.4). The analytically solved transmission probability

is

T = 1−
∣∣∣∣BA
∣∣∣∣2 , (4.2)

where

B =e−2ikb
[
(
k2

κ2
+ κ2)e

2ikacosh(κ1∆)sinh(κ2∆)

+(
k2

κ1
+ κ1)e

−2ikasinh(κ1∆)cosh(κ2∆)

+
[
(
k3

κ1κ2
− κ1κ2

k
)sin(2ka) + ik(

κ1
κ2
− κ2
κ1

)cos(2ka)
]
sinh(κ1∆)sinh(κ2∆)

]
,

(4.3)

and

A =e−2ika
[
(
k2

κ2
− κ2)sinh(κ2∆)cosh(κ1∆)

+(
k2

κ1
− κ1)sinh(κ1∆)cosh(κ2∆)− 2ikcosh(κ2∆)cosh(κ1∆)

]
+
[
(
k3

κ1κ2
+
κ1κ2
k

)sin(2ka)− ik(
κ1
κ2

+
κ2
κ1

)cos(2ka)
]
sinh(κ2∆)sinh(κ1∆) ,

(4.4)

where k =
√

2m
~2 E is the propagation constant in region I, III, and V , κ1 =

√
2m
~2 (v01 − E) is the

propagation constant in region II, and κ2 =
√

2m
~2 (v02 − E) is the propagation constant in region

IV , with ∆ = a− b. This derivation was done by hand and confirmed using Mathematica. Despite

disagreement with references [12] or [13], it is in close agreement with the eigenenergies calculated

by the impedance method and is closer to the impedance method’s transmission spectrum than
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Figure 4.1: The double rectangular barrier potential whose potential height is v02 = {30 kHz (Blue
solid line), 31 kHz (Orange solid line), 32 kHz (Green solid line)} and barrier width is 0.333 µm with
a separation distance of 0.625 µm. The wavepacket is described by the superposition of ΨI , ΨII ,
ΨIII , ΨIV , and ΨV where the subscript relates to the region. ΨI is the superposition of the incident
and reflected wave, ΨII is the superposition of the tunneling waves, ΨIII is the superposition of
the tunneled wave and reflected tunneled wave, ΨIV is again a superposition of tunneling waves,
and ΨV is the transmitted wave.
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references [12] and [13]. The analytical solutions presented in [12], [13], as well as the solutions

given in Eq. (4.2), Eq. (4.3), and Eq. (4.4) are compared in Fig. 4.2

4.2 Applying the impedance method to the double rectangular barrier

potential

The transmission spectrum for the symmetric double rectangular barrier potential is illus-

trated in Fig. 4.3. The resonances are shown by peaks of full transmission at incoming energies

less than the barrier height. The peaks occur when the incoming energy is matched to the quasi

bound-state solutions of the middle well between the two barriers. When the incoming energy is

matched to one of these resonant energies the wavefunction between the two barriers is peaked due

to constructive interference from the reflected waves off both interior barriers. A depiction of the

wavefunction between the barriers is shown in Fig. 4.7 and discussed in further detail later. When

the incoming wavepacket is not resonant the transmission is as though the well does not exist, i.e.,

transmission is less than unity for energies less than the barrier height. The double barrier acts

as an energy filter, allowing the resonant wavepacket through both barriers with full transmission.

All other energies less than the height of the potential are reflected off of the barrier. This filtering

is illustrated in Fig. 4.3. Incoming energies less than that of v01 and on resonance fully transmit,

where other off resonant energies, will fully reflect at the barrier. A higher energy density around

the lower energy resonances is needed for the impedance method transmission spectrum to register

and show full transmission. This is due to the resonant energies having a resonant width that gets

smaller and smaller for the lower resonant energies, where the resonant width approaches a delta

function. This is why the lower resonant spikes on the spectrum are not shown to be at unity

transmission, when in reality they are.

The eigenenergies of a double barrier potential can be found by use of the impedance method

as discussed in references [1] and [6]. The condition for an eigenenergy, defined in Eq. (2.3), is

that the left-looking impedance, defined in Eq. (2.6), is equivalent to the right-looking impedance

from a given reference plane between the two barriers. Specifically the program written to find the



29

Figure 4.2: A comparison of the impedance method spectrum (Blue solid line), analytical solution
from Eq. (4.2), Eq. (4.3), and Eq. (4.4) (Orange solid line), and analytical solutions done in [13]
(Green solid line), and [12] (Red solid line). Notice that the both the impedance method trans-
mission and transmission from Eq. (4.2), Eq. (4.3), and Eq. (4.4) show five resonant energies, but
the transmission spectra of [12] and [13] only show three resonant energies. The general structure
of [12] and [13] transmission spectra are similar and some what in agreement with each other,
while the impedance method and Eq. (4.2), Eq. (4.3), and Eq. (4.4) are in closer agreement to each
other. Interestingly the transmission spectra of [12] and [13] appear to have a somewhat uniform
spacing of the resonant energies, unlike what we would expect from the bound-state solutions of
the finite square well.
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Figure 4.3: The transmission spectrum for the double rectangular barrier potential described by
Eq. (4.1). The blue solid line is the transmission spectrum calculated by the impedance method,
and the vertical black dashed lines are the eigenenergies calculated by the impedance method. The
peaks are the resonant tunneling energies where full transmission is achieved. Notice though that
the two lowest resonant energies are not at unity transmission in this plot, this is due to numerical
memory limitation. The range of incoming energies is not at a high enough density around the two
lowest peaks causing the impedance method to not see unity transmission. The resonant energies
from this plot are 1.16198 kHz, 4.62346 kHz, 10.2976 kHz, 17.9696 kHz, and 26.9463 kHz.
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eigenenergies of the double barrier potentials, rectangular and Gaussian, sets a reference plane to

be centered between the two inside walls of the barriers and evaluates the impedance from the left

(right) end of the potential function to the reference plane, ζL (ζR). The eigenenergies satisfy the

condition
∣∣∣ ζLζR ∣∣∣ = 1. The energies that satisfy this condition for the specific potentials in Fig. 4.1

are given in Table 4.1.

Table 4.1: The eigenenergies calculated using the impedance method for a double rectangular
barrier whose potential height is {30 kHz, 31 kHz, 32 kHz}, width is 0.333 µm with a separation
distance of 0.625 µm. Increasing the height of the second barrier increases the eigenenergies slightly.
The eigenenergies for the double rectangular barrier whose barriers have heights both at 30 kHz
are also shown in Fig. 4.3 and Fig. 4.4.

A comparison of the transmission spectrum evaluated using the impedance method, the

derived analytical solution, and the evaluated eigenenergies is shown in Fig. 4.4. Notice that the

lowest resonant energy all three methods are in agreement with each other, but at higher energies

the analytical resonances are shifted slightly to the left of those found by the impedance method.

The shift between the analytical solution’s spectrum and the impedance method’s spectrum is

due to the numerical approximation of the infinite slope of the step potential. The calculated

eigenenergies, via the reference plane method, are slightly shifted to the left of the analytical

resonances, where the shift becomes greater for each higher resonance. The eigenenergies agree more

with the analytical solution as compared to the impedance method’s spectrum, this is interesting

because the eigenenergies and the spectrum are both using the same general method of numerically

calculated impedances. The difference in agreement to the analytical solution is again explained

by the numerical approximation of the infinite slope of the boundaries of the potential function.
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Figure 4.4: A compilation of transmission spectrums of the double rectangular barrier with
v01 = v02 = 30 kHz, width= 0.333 µm, and separation distance= 0.625 µm. The blue solid line is
the transmission spectrum from the impedance method also shown in Fig. 4.3. The red solid line
is the analytical solution for the transmission spectrum and the vertical black dashed lines are the
values of the eigenenergies from the impedance method. Notice how the eigenenergies from the
impedance method agree more with the analytical solution than the transmission spectrum from
the impedance method does. All three methods are in agreement for the first quasi-bound state,
but start to shift from one an other as they near the height of the potential. This shift is due to
the numerical approximation of the infinite slope of the barriers.
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The impedance method spectrum encounters an infinite slope four times while the eigenenergy

evaluation does the numerical approximation for the infinite slope twice, so the error in the spectrum

is higher than the error in the evaluation of the eigenenergies. Although this error has visible effects

at the higher energy resonances, it provides a very useful way to optimize the transmission spectrum.

Using the eigenenergy package with an energy range of uniform density allows for the discovery of

resonant energies that would not have otherwise shown in the spectrum. Therefore an optimized

energy range can have a higher density of energies around the evaluated resonant energies, and

these can be input into the impedance method package allowing for the lower resonant energies to

be visible in the transmission spectrum. This is described further in chapter five.

A comparison of the transmission spectra for the double rectangular barrier potential where

the second barrier has a height that is larger than the first is shown in Fig. 4.5. Notice that an

increase in the second barrier height slightly increases the resonant energies, this can also be seen in

Table 4.1. Increasing the separation of the barriers has a more noticeable and interesting effect on

the resonant energies, this is shown in Fig. 4.6 and Table 4.2. As expected, increasing the separation

of the barriers increases the number of resonant energies. From Fig. 4.6, one can see that as the

separation is increased, the spacing between the resonant energies decreases and becomes more

uniform, with the spacing between the higher resonances being larger than the spacing between the

lower resonances. This type of behavior is expected in light of the finite square well bound-state

energies defined by [7]

En =
2~2v2n
m(2a)

, (4.5)

where 2a is the length of the well, and vn is the dimensionless variable vn = kna, kn being the

propagation constant inside the well. Table 4.2 shows the spacing between energy resonances up

to order10−1 as the separation between the barriers is increased.

The wavepacket is represented in Fig. 4.7 for the symmetric double rectangular barrier po-

tential whose two barriers have equal height v01 = v02 = 30 kHz, barrier width of 0.333 µm and

separation of 0.625 µm. The incoming wave has an incident amplitude coefficient of unity and
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Figure 4.5: The transmission spectrum for the double rectangular barrier potential whose second
barrier height is v02 = {30 kHz (Blue solid line), 31 kHz (Orange solid line), 32 kHz (Green solid
line)}, width of 0.333 µm, and separation of 0.625 µm. An increase in the second barrier height
only slightly increases the resonant energies.

Figure 4.6: The transmission spectrum for the double rectangular barrier potential whose second
barrier height is sep = {0.625 µm (Blue solid line), 1.25 µm (Orange solid line), 2.5 µm (Green
solid line)}, width of 0.333 µm, and height of v01 = v02 = 30 kHz. Notice that an increase in
separation increases the number of resonant energies.
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Table 4.2: The eigenenergies for a double rectangular barrier potential with the second barrier
held fixed at 30 kHz and a width of 0.333 µm for different values of separation and the differences
or spacing between the resonant energies. Notice that as separation is increased so do the number
of resonant energies. Also the spacing between those energies is similar to the bound-state solutions
of the finite square well. As the separation is increase the spacing between the resonant energies is
decreased, yet still follows the finite square well pattern, where lower resonant energies are spaced
closer together than the higher resonant energies.
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Figure 4.7: A representation of a wavepacket interacting with the double rectangular barrier po-
tential. The wavepacket has an incoming energy on resonance at E = 26.95 kHz thus having a
transmission probability of unity. It is important to note that this is a representation of the wave-
function and the waves amplitude and frequency are not denoted by the axes of the figure. Notice
that between the barriers the wavefunction is peaked due to the constructive interference between
the reflected waves off the two inner barrier surfaces. The build up of wave amplitude allows for full
transmission of the wavepacket through the second barrier. In the barriers themselves exponential
decay occurs, as expected. The wavefunction on the left end of the barrier is a superposition of the
incident and reflected waves. The reflected wave has a complex component from the reflected wave
within the barrier well, but only the real part of the wave is shown here.
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a reflection amplitude coefficient calculated by the impedance method, with an incoming energy

at the resonant energy of E = 26.95 kHz. As expected, the wavefunction peaks between the two

barriers with exponential decay occurring in the two barriers, and the real part of the transmission

amplitude coefficient is unity. The amplitude coefficients were calculated using the derived analyti-

cal coefficients which depend on the reflection amplitude coefficient calculated using the impedance

method. The derived coefficients are,

C =
1

2
e−κ1b

[B
A
eikb(

ik

κ1
+ 1)− e−ikb( ik

κ1
− 1)

]
C̃ =

1

2
eκ1b

[
e−ikb(1 +

ik

κ1
) +

B

A
eikb(1− ik

κ1
)
] , (4.6)

D =
1

2
eika

[
Ceκ1a(1− κ1

ik
) + C̃e−κ1a(1 +

κ1
ik

)
]
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)
] , (4.7)
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1

2
eκ2a

[
Deika(1− ik

κ2
) + Feika(1 +

ik

κ2
)
]

H =

√
1−
∣∣∣∣BA
∣∣∣∣ , (4.8)

where C, C̃, D, F , G, and H are the amplitude coefficients denoted in Fig. 4.1. See Appendix E

for further detail on the coefficients and Appendix F for the reflection amplitude package.

4.3 Chapter conclusion

The double rectangular barrier potential gives rise to resonant tunneling energies; full trans-

mission is possible for incoming energies less than the barrier height when the incoming energy is

at a resonant energy. When the incoming energy is not on resonance the wavepacket is reflected

and the transmission spectrum is that of a box barrier potential, as if the well does not exist. The

double rectangular barrier potential can be used as an energy filter, where full transmission only

occurs at resonant energies. Increasing the separation of the barriers allows for more energies to

pass through the filter, which was expected from the finite square well energy condition, Eq. (4.5).
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The lower resonant energies are spaced closer together and as the resonant energies approach the

height of the barrier the spacing between them increases, this behavior is similar to that of the finite

square well bound-state energies. The Mathematica notebook for the double rectangular barrier

potential is shown in Appendix E.



Chapter 5

The Double Gaussian Potential

The atomtronics project combines optical and magnetic trapping forces to produce a triple-

well potential, as illustrated in Fig. 5.1, to develop an atomic transistor. The triple-well potential

of the atomtronic transistor is a superposition of a harmonic well and a double Gaussian barrier

potential, where the three wells are analogous to the three terminals of the electronic transistor.

With an atom current flowing out of the source well, atoms become trapped in the gate well

producing a condensate. The positive chemical potential of the condensate alters the original

central potential well, shifting the energy levels of the gate well. A height difference between the

barriers allows for control of the chemical potential and temperature of the gate condensate relative

to the source condensate. The ability to manipulate the behavior in such a way demonstrates the

potential for an operational atomtronic circuit [2]. The previous work done in reference [2] was a

classical study of transport dynamics where the thermal current regime dominates. Application of

the impedance method to the atomtronics transistor potential could be used to include quantum

mechanical effects like tunneling into those transport dynamics already studied.

5.1 The atomtronic transistor potential

The atomtronics triple-well potential is simplified and only the longitudinal direction is

treated by approximating the experimental potential as a double Gaussian barrier potential cen-

tered at the origin. The approximate double Gaussian barrier potential is defined by

v(x, u02,j , xsep,k, σn) = u01 exp(−2(
x+

xsep,k
2

σn
)2) + u02,j exp(−2(

x− xsep,k
2

σn
)2) , (5.1)
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Figure 5.1: Atomtronic transistor triple-well potential showing the source, gate and drain wells as
well as the relative height difference between the source and drain. The terminator beam removes
the population in the drain via resonant light and replenishes them back into the source. Image
credit: [2]
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where u01 is the height of the first Gaussian barrier and is fixed, u02,j is the height of the second

Gaussian barrier and can be varied, xsep,k is the separation between the two Gaussian barriers and

can be varied, σn is the variance of the Gaussian barriers and can be varied. The values of u01,

u02,j , xsep,k, and σn studied are similar to those of the atomtronics experiment. The full width

half maximum (FWHM) of the Gaussian barriers is defined by Γ =
√

1
2 ln 2σn. Increasing xsep

will increase the distance between the two barriers as shown in Fig. 5.2, increasing the number of

resonant energies that can be found. An increase in σ will increase the FWHM, shifting the resonant

energies to higher values because the width of the barriers has increased and so has decrease the

separation at a given energy level. Looking back at the double rectangular barrier potential we

would expect that an increase in u02 will also shift the resonances higher in energy. The double

Gaussian barrier potentials for a varied variance and varied height of the second barrier are shown

in Fig. 5.3 and Fig. 5.4 respectively.

5.2 Applying the impedance method to the double Gaussian barrier potential

Knowing the quasi-bound states for the double Gaussian barrier potential is important to

construct an optimized atomtronics transistor. Knowledge of the quasi-bound states would allow

control over the coupling between the transistor potential and the dipole moment of the condensate

in the gate well. By exciting the dipole mode of the gate well condensate, interatomic interactions

with the higher lying rensonant states causes correlations between the gate condensate and the

output current of the transistor [2].

There are many different numerical methods for solving Schrödinger’s equation, one of which

is the impedance method, which is used to generate the transmission spectrum and in the double

barrier case the eigenenergies. The calculated eigenenergies for a potential barrier with variance

σ = 1.6 µm, separation xsep = 4.8 µm and second barrier height u02 = 30 kHz, as shown in

Fig. 5.4 and Fig. 5.12, are compared to the eigenenergies generated by solving Schrödinger’s equation

directly using the finite difference method, illustrated in Fig. 5.6. The figure is a one to one plot of

the generated eigenenergies from the finite difference method and the impedance method.
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Figure 5.2: The double Gaussian barrier potential for σ = 1.6 µm, u02 = 30 kHz and the separation
of the barriers xsep = {1.25 µm(Blue solid line), 2.5 µm(Orange solid line), 4.8 µm(Green solid line),
5.0 µm(Red solid line), 5.8 µm(Purple solid line)}. For xsep = 1.25 µm(Blue solid line) one expects
the transmission spectrum to be similar to that of a single Gaussian barrier and so xsep = 1.25 µm
is neglected, expect for special cases. As the separation is increased we would expect that the
number of resonant energies to increase as well. For too small a separation, xsep = 1.25 µm we
have a single Gaussian barrier potential. As the separation of the barriers is increased the well
begins to flatten at the bottom.



43

Figure 5.3: The double Gaussian barrier potential for xsep = 4.8 µm, u02 = 30 kHz and the
variance of the barriers σ = {1.0 µm(Blue solid line), 1.6 µm(Orange solid line), 2.1 µm(Green
solid line), 2.6 µm(Red solid line)}. For σ = 1.0 µm(Blue solid line) one expects the highest degree
of resonant tunneling and a more uniform distribution of the resonant energies. Notice that the
double Gaussian barrier potential with the smallest variance, σ = 1.0 µm has a well that is flattened
at the bottom.
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Figure 5.4: The double Gaussian barrier potential for xsep = 4.8 µm, σ = 1.6 µm and the height
of the second barrier u02 = {30 kHz(Blue solid line), 31 kHz(Orange solid line), 32 kHz(Green
solid line), 33 kHz (Red solid line)}. Increasing the height of the second barrier one expects some
type of shift in the resonant energies. Changing the height of the second barrier makes the double
Gaussian barrier potential asymmetric about the origin, which has a T < 1 on resonance effect on
the transmission of a given wavepacket.
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Figure 5.5: The Gaussian well potential used for the finite difference method.
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Figure 5.6: The comparison of two different methods for generating the eigenenergies of the double
Gaussian barrier potential. The blue solid squares are the resonant energies that were found from
solving Schrödinger’s equation directly using the finite difference method and the orange empty
triangles are the resonant energies that were found from the impedance method energy condition
Eq. (2.3). The Gaussian barrier potential was defined to have a variance σ = 1.6 µm, a separation
xsep = 4.8 µm and a second barrier height u02 = 30 kHz. Notice how the two agree at lower
resonant energies, but as the barrier height is approached, the results start to deviate. This is in
part due to the approximation of the barrier shape for the finite difference method; the potential,
illustrated in Fig. 5.5, was taken such that the quasi-bound states could be found. Although the
finite difference method potential was defined to be different near the barrier height, it is still a
check on the lower bound energy levels.
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The comparison between the two different numerical methods is a check to make sure that

the impedance method is finding the correct eigenenergies for the double Gaussian barrier potential

case. Figure 5.6 illustrates that the two methods are in agreement with one another, particularly at

lower eigenenergies. It is important to note that the finite difference method used an approximated

potential such that only the quasi-bound states of the Gaussian well would be found. The potential

used in the finite difference method calculations is a Gaussian well and is illustrated in Fig. 5.5.

The difference in the definition of the potentials accounts for the discrepancy between the two

numerical methods at higher energies. In Fig. 5.6 the lower energy appear to have a uniform

spacing between the eigenenergies. This is due to the fact that near the bottom of the gate well

the potential is harmonic. Thus we expect a uniform spacing between the eigenenergies as in the

simple harmonic oscillator case. As the incoming energies get closer to the top of our gate well, the

harmonic approximation is no longer valid and the energy level spacing is no longer uniform.

The characteristics of the double Gaussian barrier potential can define the amount of resonant

energies as well as the spacings between the resonant energies. Figure 5.7 shows the double

Gaussian barrier potential for three separate cases, each of which have the same variance, σ =

1.0 µm, and the same second barrier height, u02 = 30 kHz, but with different barrier separations.

Given a larger separation between the barriers one expects the amount of resonant energies to

increase as well as having a more uniform spacing between those resonant energies such that the

well is still harmonic in shape. But since the larger separations are no longer harmonic we would

expect the spacings for the lower resonant energies to be smaller that the spacings of the higher

resonant energies. Each potential was evaluated using a uniform energy density ranging from 0.01

kHz to 40 kHz, and using the impedance method packages for the transmission spectrum and

eigenenegies (Appendices A and D).

The transmission spectrum of the double Gaussian barrier potential with xsep = 2.5 µm

is illustrated in Fig. 5.8. Table H.1 of eigenenergies shows that there are a total of 13 resonant

energies, although only five can be seen in Fig. 5.8 due to the uniform energy density used for

the incoming energies. The resonant energies that are not shown in Fig. 5.8 require a much higher
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Figure 5.7: Double Gaussian barrier potential with barrier heights are fixed at 30kHz and vari-
ance is 1.0 µm. The separation of the barriers is varied where xsep = {2.8 µm(Blue solid line),
4.8 µm(Orange solid line), 5.8 µm(Green solid line)}. Increasing the separation is expected to
increase the amount of resonant energies possible. The spacing between the resonant energies will
also have increased uniformity for the potential well that is harmonic in shape. Notice that the
well for xsep = 4.8 µm and 5.8 µm is no longer similar to the harmonic well, and so we expect the
resonant spacing to be have characteristics like that of the finite square well or double rectangular
barrier, i.e. closer together for the lower energies than the higher energies.
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Figure 5.8: The transmission spectrum for a double Gaussian barrier potential defined by σ =
1.0 µm, xsep = 2.5 µm, and u02 = 30 kHz. The blue solid line shows the transmission spectrum and
the gray dashed vertical lines correspond to the calculated eigenenergies. There are 13 resonant
energies. Only the last four resonant energies are shown on the transmission spectrum. This is
due to the lower resonant energies having a smaller resonant width than the higher resonances.
The resonant width is also why the first visible resonant energy does not show full transmission,
although in reality it does have full transmission as demonstrated in Fig. 5.17 and Fig. 5.18. The
spacing between the resonant energies is uniform, unlike the spacing shown in Fig. 5.9 and Fig. 5.10.
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energy density to resolve them. This is due to the lower eigenenergies having an increasingly smaller

resonant width than those resonant energies closer to the potential’s peak height. This is why the

lowest eigenenergy that is seen in Fig. 5.8 is not at full transmission, when in reality full transmission

is achieved for each resonant energy. It is important to note this type of numerical limitation so that

misinterpretation is avoided. Together with the evaluated eigenenergies, a new optimized energy

density is developed in order to capture lower resonant energies for the transmission spectrum, this

is shown in Fig. 5.17 and Fig. 5.18 and discussed later on in the chapter. Increasing the separation

between the barriers to xsep = 4.8 µm, whose transmission spectrum and eigenenergy values are

shown in Fig. 5.9 and Table H.2 respectively, increase the amount of resonant energies allowed in

the potential barrier well structure. It is not surprising that the first clearly visible resonant energy

is around 24 kHz due to resonant widths, nor that the number of resonant energies has increased

due to the increased barrier separation. The first visible resonant energy is at approximately

the same energy for all three cases because the resonant widths are proportionally similar at the

corresponding incoming energies. As is expected, increasing the separation allowed for a larger

number of resonant energies, as was also seen for the double rectangular barrier in chapter 4.

Again increasing the separation of the Gaussian barriers to xsep = 5.8 µm, and as seen in

Fig. 5.10, the number of resonant energies visible has increased. As was the case for separations of

xsep = 2.5 µm and xsep = 4.8 µm, the first visible resonant energy is around 24 kHz, and the number

of resonant energies has increased. There are 13 resonant energies for xsep = 2.5 µm, four of which

are visible in Fig. 5.8. Increasing the separation to xsep = 4.8 µm results in 28 resonant energies,

six of which are visible in Fig. 5.12. Further increasing the separation to xsep = 5.8 µm, leads to 35

resonant energies, eight of which are visible in Fig. 5.10. The spacing of the low eigenenergies in

Fig. 5.9 and Fig. 5.10 is nonuniform, showing that the potential of the well is no longer harmonic

and so uniform spacing of the quasi-bound states is no longer expected. Clearly an increase in

separation increases the number of resonant energies available, but what does an increase in the

variance do? To answer that we refer to Fig. 5.12, Table H.4 and Fig. 5.13, Table H.5. The double

Gaussian barrier potential defined by σ = 1.6 µm, xsep = 4.8 µm, and u02 = 30 kHz is illustrated in
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Figure 5.9: The transmission spectrum for a double Gaussian barrier potential defined by σ =
1.0 µm, xsep = 4.8 µm, and u02 = 30 kHz. The orange solid line shows the transmission spectrum
and the gray dashed vertical lines correspond to the calculated eigenenergies. There are 28 resonant
energies. Notice the first resonant energy that can be seen is E = 24.03 kHz but there are six more
resonant energies compared to only three seen in Fig. 5.8. This implies that as the separation
between the barriers is increased, so is the number of resonant energies.
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Figure 5.10: The transmission spectrum for a double Gaussian barrier potential defined by σ =
1.0 µm, xsep = 5.8 µm, and u02 = 30 kHz. The green solid line shows the transmission spectrum
and the gray dashed vertical lines correspond to the calculated eigenenergies. There are 35 resonant
energies. Once again the first noticeable resonant energy is around E = 23.51 kHz and there are
eight resonant energies seen here. The spacing between the resonant energies is not uniform for the
lower eigenenergies, because the shape of the potential well is no longer harmonic. Compared to
Fig. 5.9 we see that the resonant energy spacing is even less uniform due to the flattening of the
potential well.
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Fig. 5.11 and it’s transmission spectrum is illustrated in Fig. 5.12. The first visible resonant energy

for this particular case is E = 27.05 kHz, and four resonances are shown in Fig. 5.12. Note that an

increase in variance will decrease the separation of the barriers and cause a decrease the number

of resonant energies. The energy level spacing for the potential whose variance is σ = 1.6 µm is

approximately uniform, whereas the potential whose variance is σ = 1.0 µm did not have uniform

eigenenergy spacing. Reviewing Fig. 5.7 and Fig. 5.12 its seen that the potential well bottoms

differ significantly. The double Gaussian barrier potential in Fig. 5.7 has a potential whose gate

well is flat that the bottom, while the double Gaussian barrier potential in Fig. 5.12 has a potential

whose gate well is more harmonic in nature. Thus, the latter is more uniform. To gain further

insight of how the variance of the double Gaussian potential affects the transmission spectrum and

eigenenergies, please review Fig. 5.10 and Fig. 5.13. The double Gaussian potential giving the

transmission spectrum in Fig. 5.13 is illustrated in Fig. 5.11 and has σ = 1.6 µm, xsep = 5.8 µm,

and u02 = 30 kHz. Because the double Gaussian potential in Fig. 5.11 has a potential well that

is no longer harmonic, one expects the eigenenergy spacing to be nonuniform. interestingly the

difference in the number of resonant energies in, Fig. 5.10 and Fig. 5.13, is two. Thus an increase

of ∆σ = 0.6 µm corresponds to two less available resonant energies. The decrease in available

resonant energies is due to the shape of the potential well, for Fig. 5.10 the potential well has a

fully flattened well bottom and so one would expect it to behave more like that of a finite square well

where the lower resonant energies are spaced closer together. Comparatively, Fig. 5.13 is defined

by a potential well that is just barely flattened at the bottom and so is more of a mixture between

a harmonic well and finite square well, thus expecting the spacing of the lower eigenenergies to be

nonuniform but have a larger spacing than those seen in Fig. 5.10.

Based on the work done with the single Gaussian barrier potential and the double rectangular

barrier potential, one might expect that changing the relative height between the barriers, as shown

in Fig. 5.14, will shift the eigenenergies slightly. However, as seen in Fig. 5.15 and Fig. 5.16, the

change in symmetry does more than just a shift in resonance. The transmission spectrum for

both figures significantly changes when compared to one another and further compared to the
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Figure 5.11: The double Gaussian barrier potential defined by σ = 1.6 µm, xsep = {4.8 µm,
5.8 µtextm}, and u02 = 30 kHz
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Figure 5.12: The transmission spectrum for the double Gaussian barrier potential defined by
σ = 1.6 µm, xsep = 4.8 µm, and u02 = 30 kHz, this is the potential that was also used in Fig. 5.6.
The blue solid line shows the transmission spectrum and the gray dashed vertical lines correspond
to the calculated eigenenergies. There are 27 resonant energies. Notice that there are four visible
resonant energies, this is because the lower resonant energies have a much smaller resonant width.
This is also why the first visible resonant energy does not show full transmission. The spacing
between the resonances is uniform, as shown in Table H.4. The first noticeable resonant energy is
E = 27.05 kHz.
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Figure 5.13: The transmission spectrum of the double Gaussian barrier potential defined by
σ = 1.6 µm, xsep = 5.8 µm, and u02 = 30 kHz. The orange solid line shows the transmission
spectrum and the gray dashed vertical lines correspond to the calculated eigenenergies. There are
33 resonant energies. Notice that there are five visible resonant energies, due to the lower resonant
energies have a much smaller resonant width than the final few, this is also why the first visible
resonant energy does not show full transmission, although in reality it does have full transmission.
The spacing between the resonances is not uniform, and decreases for the lower eigenenergies.
This is because the potential well is no longer harmonic. The first noticeable resonant energy is
E = 27.19 kHz.
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Figure 5.14: The double Gaussian barrier potential defined by σ = 1.6 µm, xsep = 4.8 µm,
and u02 = {31 kHz(Blue solid line), 33 kHz(Orange solid line)}. The difference in relative height
between the two Gaussian barriers results in an asymmetric potential.
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Figure 5.15: The transmission spectrum for a double Gaussian barrier potential defined by
σ = 1.6 µm, xsep = 4.8 µm, and u02 = 31 kHz. The blue solid line shows the transmission
spectrum and the gray dashed vertical lines correspond to the calculated eigenenergies. There
are 27 resonant energies. The asymmetry of the double Gaussian barrier potential changes the
transmission probability through the second barrier. The only difference between the potential for
Fig. 5.12 is the height of the second barrier. The potential is now asymmetric and thus reduces the
transmission probability even when on resonance.
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Figure 5.16: The transmission spectrum for a double Gaussian barrier potential defined by σ =
1.6 µm, xsep = 4.8 µm, and u02 = 33 kHz. The orange solid line shows the transmission spectrum
and the gray dashed vertical lines correspond to the calculated eigenenergies. There are 25 resonant
energies. The transmission spectrum shown is similar to that of a single Gaussian barrier whose
peak potential height is 33 kHz, the resonances do not have a transmission probability of unity for
the asymmetric barrier. As seen in Table H.7 there are resonant energies where full transmission
is not achieved even when on a resonant energy, a characteristic of an asymmetric barrier.
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symmetric double Gaussian barrier potential in Fig. 5.12; the increase in the height of the second

barrier significantly reduces the visible resonant energies, and in the case where u02 = 33 kHz,

there is no noticeable resonance. This drastic change in the transmission spectrum is surprising

but reasonable since the barriers are no longer symmetric and the affect of the asymmetry of

the barriers is a significant reduction of resonant transmission. Asymmetric double barriers were

also studied in references [13] and [5] , both of which found that asymmetry of the barriers

significantly reduces the transmission of the wavepacket when on resonance. The lower resonant

energies of the asymmetric double Gaussian barrier potentials are close to the resonant energies

of the respective symmetric double Gaussian barrier potential, and the difference increases as the

resonant energy increases. However the transmission of the wavepacket through the double Gaussian

barrier potential is significantly reduced for the asymmetric double Gaussian barrier potentials.

This type of behavior might prove useful for trapping the wavepacket within the gate well for a

longer period of time, this behavior is explored further in references [4] and [14]. Increasing

the incident amplitude of the wavepacket will allow for the resonant energies to be transmitted as

discussed in reference [5].

Optimization of the transmission spectrum for the double Gaussian barrier potential can be

done using the evaluated eigenenergies for a particular double Gaussian barrier potential. Using

the eigenenergies, a related energy spectrum is made such that there is a higher density around the

evaluated eigenenergies, illustrated in Fig. 5.17 and Fig. 5.18. The optimized transmission spectrum

has two more visible resonance energies than the non-optimized transmission spectrum in Fig. 5.9.

Figure 5.17 shows unity transmission for lower resonant energies, however this behavior is not

captured in Fig. 5.9. The optimization illustrated in Fig. 5.18 is for the transmission spectrum of

a double Gaussian barrier potential being defined by σ = 1.6 µm, xsep = 4.8 µm, and u02 = 30

kHz. This potential is also used to make Fig. 5.12. With the optimized energy spectrum there are

two more visible resonances and unity transmission in Fig. 5.18 than in Fig. 5.12. Optimization

of the transmission spectra is useful in visualization of the resonances and their spacing as seen in

Fig. 5.17 and Fig. 5.18. Qualitatively, from Fig. 5.18, the spacing of the resonant energies looks
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Figure 5.17: The optimized transmission spectrum for the double Gaussian barrier potential
defined by σ = 1.0 µm, xsep = 4.8 µm and u02 = 30 kHz. The purple solid line plots the optimized
transmission spectrum, the orange solid line shows the transmission spectrum seen in Fig. 5.9 and
the gray dashed vertical lines correspond to the calculated eigenenergies. Notice that the optimized
spectrum shows unity transmission for E = 24.03 kHz, 25.34 kHz, and 26.63 kHz when Fig. 5.9 did
not. Also notice that two more resonant energies are now visible, E = 21.37 kHz and 22.7 kHz.
The eigenenergies using the optimized energy density is the same as in Table H.2 to an order of
10−4.
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Figure 5.18: The optimized transmission spectrum for the double Gaussian barrier potential defined
by σ = 1.6 µm, xsep = 4.8 µm, and u02 = 30 kHz. The red solid line shows the optimized
transmission spectrum, the blue solid line plots the transmission spectrum seen in Fig. 5.12 and
the gray dashed vertical lines correspond to the calculated eigenenergies. Notice that the optimized
spectrum has unity transmission for the resonant energy of E = 27.05 kHz and two more resonant
energies are visible now as well, those being E = 24.73 kHz and 25.91 kHz. The eigenenergies from
the optimized energy density are the same as those in Table H.4 within 10−4.
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uniform and near 1 kHz. Knowing the resonant energies and their spacings in relation to each other

can allow us to engineer state coupling and coherence.

5.3 Chapter conclusion

The atomtronics transistor potential is approximated by a superposition of a harmonic well

and a double Gaussian barrier potential created by a magnetic potential. The three wells of the

atomtronics transistor are analogous to the three terminals of an electronic transistor. By using the

impedance method to evaluate the transmission spectrum and eigenenergies for double Gaussian

barrier potential, it is found that an increase in separation and decrease in variance of a symmetric

double Gaussian barrier increases the amount of resonant energies. This is due to many factors,

but the most influential being the shape of the potential well, i.e. if it is harmonic or not. A

symmetric double Gaussian barrier with a harmonic well allows for more resonant energies and a

more uniform spacing of the resonances. Altering the double Gaussian barrier potential such that

the potential is no longer symmetric about the origin reduces the transmission probability when

on resonance. Using asymmetric double Gaussian barriers, or double rectangular barriers, might

allow for trapping of the wavepacket. When the wavepacket is on resonance with an asymmetric

double barrier the wavepacket will be at a maximum within the well, but transmission through the

second barrier will be significantly reduced. Thus the wavepacket is trapped within the barriers for

some amount of time before tunneling out. This type of trapping is explored further in [4], [5],

and [14]. Studying the effects that different characteristics of the double Gaussian potential have

on transmission and resonances shows the effectiveness and simplicity of the impedance method.

Figure H.1 gives overall trends of the resonant energies studied thus far for the double Gaussian

barrier potential. The Mathematica notebook for the double Gaussian barrier potential is shown

in Appendix G, and all Tables referenced in this chapter are shown in Appendix H.



Chapter 6

Conclusion

The general impedance method is a numerical method that draws an analogy between the

Schrödinger equation and transmission line theory. The impedance method is used to analyze the

transmission spectrums of a single Gaussian barrier potential, a double rectangular barrier potential,

and a double Gaussian barrier potential as well as extract the eigenenergies of the trapped states

of the double barrier potentials.

Potentials with finite height and width, like the single Gaussian barrier potential, exhibit

tunneling in its transmission spectrum. The transmission spectrum of a single Gaussian barrier

potential varies according to the characteristics of the barrier. The slope of the spectrum shows a

non-linear dependence on σ. Furthermore, the position of the 50% transmission energy varies pro-

portionally with the Gaussian barrier height. Analysis of the single Gaussian barrier transmission

spectrum was motivated by the application of the impedance method to the atomtronic battery.

The single Gaussian barrier potential is discussed in regards to the atomtronic battery, which is

generated by the superposition of a harmonic well and a single Gaussian barrier potential.

The transmission spectrum of the double rectangular barrier exhibits resonant tunneling

behavior, which is a phenomena that occurs in periodic potentials. Resonant tunneling occurs

when the incoming energy of the wavepacket matches the resonant energy of the states supported

between the barriers, allowing for full transmission to occur when the energies are matched. From

the transmission spectra of the double rectangular barrier potential, the separation of the barriers

corresponds to the amount of allowed resonant energies and the difference in the heights of the
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barriers slightly shifted the resonant energies.

The double Gaussian barrier potential approximates of the atomtronic transistor potential.

The atomtronic transistor potential is formed by the superposition of a harmonic well and a double

Gaussian potential to produce three wells. These wells are named the source, gate, and drain and

correspond to the three terminals of an electronic transistor. The chemical potentials of the atoms in

each well are analogous to the node voltages of an electronic transistor. As in the double rectangular

barrier potential, the double Gaussian barrier potential supports resonant tunneling behavior. It

was shown that the characteristics of the double Gaussian barrier can be tuned to control the

transmission of resonant energies. The separation of the two barriers determines the number of

allowed trapped states, in a similar manner to the double rectangular barrier potential. Asymmetry

of the double Gaussian barrier potential was explored and was found to reduce transmission of the

resonant energies. This mechanism can be used to control population trapping in the central well.

The double Gaussian barrier has a more uniform distribution of resonant energies when the central

well mimics the curvature of a harmonics well, as expected. Analysis of the double Gaussian barrier

potential reveled many different characteristics of the potential which can be tuned to affect the

resonant energies.

Armed with this information a discussion was provided that indicated the possibility of

manipulating the triple-well potential such that the resonant energies are coupled to the dipole

moment of the gate condensate. Coupling the center of mass motion of the condensate to the

atoms incident on the barrier at resonant energies will allow for energy transfer via inter-particle

interactions between the wave packet and condensate. If the wavepacket takes energy from the gate

condensate its tunneling probability is increased otherwise if the condensate takes energy from the

wavepacket the tunneling probability decreases and atoms become trapped within the gate well.

Coupling between the resonant energy levels and the dipole moment of the condensate leads to

correlation of the output atom current of the transistor and the gate well condensate motion. Thus

far, the work presented in reference [2] was done in the classical regime where thermal currents

dominate. The work presented in this thesis analyzes the quantum mechanical characteristics of the
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atomic transistor potential such that tunneling can be incorporated and perhaps used to explore

coherent transistor action.
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Appendix A

The Mathematica package for the impedance method

ImpedanceMethod.m



������������������������
08.07.2015 Anderson Group

������������
Transmission line analogy of resonance tunneling phenomena:The generalized impedance concept by A.N. 
Khondker

J. Appl. Phys., vol. 63, no. 10, p.5191, 1988
Wave transmissionthrough periodic, quasiperiodic, and random one-dimensional finite lattices by Braulio 

Gutierrez-Medina
Am. J. Phys., vol. 81, no. 2, p. 104, 2013 

This package used the general impeance method to numically evaluate the reflection probabilities of an 

arbitrary potential energy function. The general impedance method evaluates the potential energy function 

from the output end to the input end of the potential.  
The input values for this package are:

v=Table[function[i],{i,imin,imax,stepsize}] : the arbitrary potential energy function as a list of points.
energy=Table[i,{i,imin,max,stepsize}] : the span of energy values that an arbitrary wavefunction might 

have. Note, this could also be a list of one.
l= constant : step size, or more specifically the value x[[2]]-x[[1]]. This is the step size at which the 

potential energy function takes.
The output values for this package is the values of the reflection probability for each value of energy. Length-
[ReflectionProbability]==Length[energy].
The variables defined with in the package are:

m= effective mass of the wave packet in units of kg (for rubidium)
ℏ= Planck’s constant in units of Js
k= propagation constant
z0= characteristic impedance
zload= load impedance
zinput= input impedance

�������������

������������[����������������������������������]

��������������������������������

����������������������������������������������

69



�������������

���������������������������� =

����������������������[����������] �������� ��� ����������

����������� �� ����� ��� ������� ��������� ������� ��� ���������

��� �� ������� ��� � ����� ���� ��� ��� ��������� ������ ������

��������� ������ ������ ��������� ��� ��� ���� ����� �������������

� �� ��� ��������� ���� �� ��� ���� ������ ��� ℏ �� �������� ��������

�� ����� �� ��� ���� ��� ������� ������ ��� ��������

� ���� �� �� ��� ���� �=�����[��������[�]�{�������������}]

������ ���� �� �� ��� ���� ������=�����[��{�������������}]��

����������������

��������������������������� =

���� ��������� ������ �������� ��� ���� �� �� ��� ���� �� � �������

�������������������������������� =

���� ������ �������� ��� ���� �� �� ��� ���� �� � �������

��������������������������� =

���� ���� ���� �������� ��� �� ��� ������ ��� ����������� ������� � ���� ��

������� ���� � ��� ���� ���� ��� ������� �� ������� ����������� ������

�������

���������������

�����[�����������]

����������������������������������������

�����������������������������������������

� = ����*�-���

ℏ = �����������*�-���

2 ���  ImpedanceMethod.nb
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���������������������[�_� ������_� �_] �=

������{�� ��� ������ ������� ������������ �}�

�����

! (�������[�])� �������[������������������������������ �]�

! (�������[������])� �������[����������������������������������� ������]�

! � < � ≤
(� * �[π� ��] * ℏ)

����[� * � * ���[������]]
�

������������������������������������� ��
(� * �[π� ��] * ℏ)

����[� * � * ���[������]]


�

��

� = ⅈ * ����� * � * ������ - �[[�]]  ℏ�

�� = -ⅈ * ℏ * � / ��

��[� ⩵ ������[�]� ����� = ��� ����� = ������]�

������ = �� *
����� * ����[� * �] - �� * ����[� * �]

�� * ����[� * �] - ����� * ����[� * �]
� {�� ������[�]� �� -�}�

����������� = ���
������ - ��

������ + ��
��

�������������������

���[]

����������������������������������������

�����������

����������[]

ImpedanceMethod.nb  ���3
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Appendix B

The step potential barrier Mathematica notebook

stepPotentialTest.nb



��������������������
This is a test of the ImpedanceMethod package by using a step potential.

���� (*����� ��� �� ����� ������*)

��������[���������] (*������ ��� ��� ��������� ���� �� ��� ������ �������*)

������������ (*����� ��� ������� �������*)

{����������������� ���������������

������������������� ��������������� �������� �������}

���[�/�����/��������/�������/�������-������/�����������

����/���������������/������������������]

(*����� ��� ��������������� �������� ����� ��� ������� ���� �� �� �����

���� �� � ������ ��������

� ��� ����� �������� �� ����������� ��� ��� ����� ����

���[����� ��� � ����� ���� ���� ����� �� ��� ��� ������ ���� ��������� ������

�) �� ��� ���� ��� ���� ���� ��� ���[����������] �� �����[����������]

�) �� ��� ���� ���� ��� ���� ���� ��� ���

���� ���� ��� ������� ��� ����� �� ���� -> ������� -> �

���� �� ���� �� ��������� ������ �������� ��������

� ������ ���� ����� ��� ������ ��� ����������� ����� ��

������������������ ��� ��� <<���������������� ��� ��� �����*)

������������ (*����� ��� ������� ��������

�� ����� ���� ��� ��������������� �������

������ ��������� ��� �� ��� ��� ���� �� ��� �������*)

{��������������������������������� �����������������

��������������� ������������������� ��������������� �������� �������}

� = ����*�-��� (*����*)

ℏ = �����������*�-��� (*�������� ��������*)

�� = ���� * � * π * ℏ� (*��������� ������ ������*)

� = ���*�-�� (*��������� ������ ���� ����*)

������� = �����[���� * � * π * ℏ * �� {�� �� �� ���*�-�}] �

(*���� �� ��� ������ ���� ������ ���� � �� � ���� � ���� ���� �� �*)

� = �����[�� * ��������[�]� {�� -���*�-�� ���*�-�� �}] �

(*���� �� ��� ��������� ������ ���� � ���� ���� �*)

� = �����[�� {�� -���*�-�� ���*�-�� �}]�

(*���� �� ��� ������� ������ ��� ��� ��������� ������ ���������

���� ��������� ��� �������� ��� ��������� ������ ��������*)
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������� = ������������

���������@� * ����� �  � * π * ℏ * ����� ��������� → ������ ����� → �����

���������� → {�����[���������� ���� ��]� �����[���������� ������� ����� ��]}�

��������� → �����[����� ��������� ��������� ��]�

��������������� → ������� ��������� → ������ ��������� → ���������[����]
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������[�/�����/��������/�������/�������-������/�����������

����/���������������/������ ����/�������� ����/�������������� �������]�

������ = ��[������������[�� �������] ⩵ {}� ��������

������[�������� �������[��������[�������� ������������[�� �������][[�]]]]]]�

(*������ �� ��� �� ��� ����� �� ������� �� ����� �� ��� ����� �� ��

��� �� �� �� ������� ���� ����� ���� �������*)

����������[������]

{����}

�� = ���������������������[�� ������� �]�

(*���� ��������������� ������� �� �������� ��� ���������� �������������*)

�������������� = �����[��[������[[�]] ≤ ��� �� ��[[�]]]� {�� �� ������[������]}]�

(*������� ��� ���� ��������� �� ��������

�� ���� ��� ��� ������ ������≤�� ���������������������=��

���� �������� ��� ��������������� ������ �� ��������������������� ���� �*)

���� = ���������@������  � * π * ℏ * ����� ���������������

(*������� � �-����������� ����*)

(*���������→�����[����������� � ����������������]�*)

2 ���  stepPotentialTest.nb
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��������������� = ��������[����� ����� -> �����

���������� → {�����[�������� ����� ��]� �����[����������� ������������� ��]}�

��������� → {{�� �}� {-����� ����}}� ����������� → �+�� ��������� → ������

��������� → �����[�(�)�� ��]� ��������������� → ������]

(*����� ��� ��������� ���������� ��������*)
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���������������������@������  � * π * ℏ * ����� � - ��������������� ����� → �����

���������� → {�����[�������� ����� ��]� �����[������������� ������������� ��]}�

��������� → {{�� �}� {-����� ����}}� (*�����������→{�+�������}�*)

��������� → ���������[����� ���������[���]]�

��������� → �����[������������� �������� ��� ��� ���� ����������� ��]�

��������������� → ������ (*����� ��������� ������������ ��������*)
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����������� = ������������

���������@������  � * π * ℏ * ����� �������� ��������� → ���� ��������� → ���
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����[���������������� ������������ ��������� → ������

������ → �����[������[������[{�����������[{�����}� {�����[� ���� ��]}�

������������� → �+�]� ����������[{���}� {�����[� ��������� ��]}]}]]]]
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��������� =

����[������������������ ������������� ��������� → ������ ������ → �����[������[

������[{����������[{����}� {�����[� ���� ��]}(*�������������→{�+�������}*)]�

����������[{���}� {�����[� ��������� ��]}]}]]]]
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Appendix C

The single Gaussian barrier potential Mathematica notebook

gaussianTest.nb



�������������
This is a test of the ImpedanceMethod package by using a gaussian potential.

����[] (*����� ��� �� ����� ������*)

��������[���������] (*������ ��� ��� ��������� ���� �� ��� ������ �������*)

������������ (*����� ��� ������� �������*)

{����������������� ���������������

������������������� ��������������� �������� �������}

���[�/�����/��������/�������/�������-������/�����������

����/���������������/������������������]

���[�/�����/��������/�������/�������-������/�����������

����/���������������/���������������������������]

���[�/�����/��������/�������/�������-������/�����������

����/���������������/�����������������������������]

(*����� ��� ��������������� �������� ����� ��� ������� ���� �� �� �����

���� �� � ������ ��������

� ��� ����� �������� �� ����������� ��� ��� ����� ����

���[����� ��� � ����� ���� ���� ����� �� ��� ��� ������ ���� ��������� ������

�) �� ��� ���� ��� ���� ���� ��� ���[����������] �� �����[����������]

�) �� ��� ���� ���� ��� ���� ���� ��� ���

���� ���� ��� ������� ��� ����� �� ���� -> ������� -> �

���� �� ���� �� ��������� ������ �������� ��������

� ������ ���� ����� ��� ������ ��� ����������� ����� ��

������������������ ��� ��� <<���������������� ��� ��� �����*)

������������ (*����� ��� ������� ��������

�� ����� ���� ��� ��������������� �������

������ ��������� ��� �� ��� ��� ���� �� ��� �������*)

{�������������������������������������������������������

���������������������������������������������������

��������������������������������� ����������������� ���������������

������������������� ��������������� �������� �������}

� = ����*�-��� (*����*)

ℏ = ����*�-��� (*�������� ��������*)

�� = � * π * ℏ * ������ * ����� {�� ��� ��}� (*��������� ������ ������*)

��� = ������[��]� (*������ �� ��� ��������� ������ ������*)

�� = ����*�-�� (*��������*)

� = �� / ����� (*��������� ������ ���� ����*)

������� = �����[� * π * ℏ * ���� * �� {�� ������ ��� �����}] �

(*���� �� ��� ������ ���� ������ ���� � �� � ���� � ���� ���� �� �������-�*)

�� = ��� (*���������� �����*)

σ = ����[{���*�-�� ���*�-�� ���*�-�� ���*�-�}� ����]�(*��������*)

�σ = ������[σ]� (*������ �� ��� ��������*)

����������������������������������������������
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ℏ  � * σ[[�]]��  ���� (* ������� ������ ���� �� ��� ��������� ���������*)

��������

���� = �������[[�]] * ���
-� - ����

σ[[�]]��
� {�� �� �σ}� {�� �� ���}� {�� -��� ��� �}�

(*���� �� ��� ��������� ������ ���� ������ ���� -

��-� �� ��-� ���� � ���� ���� �*)

� = �����[�� {�� -��� ��� �}]� (*���� �� ��� ������� ������ ��� ��� ���������

������ ��������� ���� ��������� ��� �������� ��� ��������� ������ ��������*)

����������[����]

����������[�������]

{�� �� ����}

{������}

���������������� = ������������

��������������@�  ���-�� ����[[�� �� ���]]  � * π * ℏ * ����� {�� �� �σ}�

��������� → ���� ����� → �����

���������� → {�����[���������� μ��� ��]� �����[���������� ������� ����� ��]}�

��������� → �����[��������� ������� ���������� ������� σ�� ��]�

��������������� → ������� ��������� → ������ ��������� → ���������[����]�

����������� → �����������σ[[�]]  ���-� �μ��� {�� �� �σ}� {��� ��}
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����/�������� ����/����������������������� ����������������]�
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���������������� = ������������

��������������@�  ���-�� ����[[�� �� ���]]  � * π * ℏ * ����� {�� �� ���}�

��������� → {{-��� ��}� {-���� ��}}� ����� → �����

���������� → {�����[���������� μ��� ��]� �����[���������� ������� ����� ��]}�

��������� → �����[��������� ������� ���������� ������� �������� ��]�

��������������� → ������� ��������� → ������ ��������� → ���������[����]�

����������� → �������������[[�]]  � * π * ℏ * ���� ������ {�� �� �}� {��� ��}
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������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/����������������������� ����������������]�

������σ� =

�����[��[������������[����[[�� �� ���]]� �������] ⩵ {}� �������� ������[��������

�������[��������[�������� ������������[����[[�� �� ���]]� �������][[�]]]]]]�

{�� �� �σ}� {�� �� ���}]�

����������[������σ�]

{�� �� ������}

�����������σ� = �����[���������������������[

����[[�� �� ���]]� ������σ�[[�� �� ���]]� �]� {�� �� �}� {�� �� �}]�

����������[�����������σ�]

{�� �� ������}

����������σ� = �����[�������������������[

����[[�� �� ���]]� ������σ�[[�� �� ���]]� �]� {�� �� �}� {�� �� �}]�

����������[����������σ�]

{�� �� ������}
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����������� = �����������������

���������@������σ�[[�� �� ���]]  � * π * ℏ * ����� � - �����������σ�[[�� �� ���]]�

{�� �� �}� ��������� → ����

��������� → ��[[�]]  � * π * ℏ * ����� {��}� ����� → �����

���������� → {�����[�������� ����� ��]� �����[������������� ������������� ��]}�

(*���������→�����[

��������� ������� ��������� ������������ ��������� ������� ����������]�*)

��������������� → ������� ��������� → ������ ��������� → ���������[����]

(*������������→�������������[[�]]�*π*ℏ*����������{�����}�{�����}*)
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����/�������� ����/������������������ �����������]�

� = �����������������

���������@������σ�[[�� �� ���]]  � * π * ℏ * ����� � - �����������σ�[[�� �� ���]]�

{�� �� �}� ��������� → ���� (*���������→��[[�]]�*π*ℏ*�����{��}�*)

��������� → {�������� ����� ������������� ������������}
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� = �����������������

���������@������σ�[[�� �� ���]]  � * π * ℏ * ����� � - �����������σ�[[�� �� ���]]�

{�� �� �}� ��������� → ���� (*���������→��[[�]]�*π*ℏ*�����{��}�*)

��������� → {�������� ����� ������������� ������������}
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�������� = �����������������

���������@������σ�[[�� �� ���]]  � * π * ℏ * ����� � - �����������σ�[[�� �� ���]]�

{�� �� �}� ��������� → ����

��������� → ��[[�]]  � * π * ℏ * ����� {��}� ����� → �����

���������� → {�����[�������� ����� ��]� �����[������������� ������������� ��]}�

(*���������→�����[

��������� ������� ��������� ������������ ��������� ������� ������������]�*)

��������������� → ������� ��������� → ������ ��������� → ���������[����]

(*������������→�����������σ[[�]]���-��μ���{�����σ}�{�����}*)
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� = �����������������

���������@������σ�[[�� �� ���]]  � * π * ℏ * ����� � - �����������σ�[[�� �� ���]]�

{�� �� �}� ��������� → ���� (*���������→��[[�]]�*π*ℏ*�����{��}�*)

��������� → {�������� ����� ������������� ������������}
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����������� = �����������������

���������@������σ�[[�� �� ���]]  � * π * ℏ * ����� � - �����������σ�[[�� �� ���]]�

{�� �� �}� ��������� → {{��� ��}� {-����� ����}}�

��������� → ��[[�]]  � * π * ℏ * ����� {��}� ����� → ����� ���������� →

{�����[�������� ����� ��]� �����[������������� ������������� ��]}� ��������� →

�����[��������� ������� ��������� ������������ ��������� ������� �������� ��]�

��������������� → ������� ��������� → ������ ��������� → ���������[����]�

����������� → �������������[[�]]  � * π * ℏ * ���� ������ {�� �� �}� {��� ��}
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����/�������� ����/������������������ �����������]�
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����������� = �����������������

���������@������σ�[[�� �� ���]]  � * π * ℏ * ����� � - �����������σ�[[�� �� ���]]�

{�� �� �}� ��������� → {{��� ��}� {-����� ����}}�

��������� → ��[[�]]  � * π * ℏ * ����� {��}� ����� → ����� ���������� →

{�����[�������� ����� ��]� �����[������������� ������������� ��]}� ��������� →

�����[��������� ������� ��������� ������������ ��������� ������� σ�� ��]�

��������������� → ������� ��������� → ������ ��������� → ���������[����]�

����������� → �����������σ[[�]]  ���-� �μ��� {�� �� �σ}� {��� ��}
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������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/������������������ �����������]�

��������σ� = �������[��������[� - �����������σ�[[�� �� ���]]� _�(# > ������� �)]]�

����������[��������σ�]

��������σ� = �������[��������[� - �����������σ�[[�� �� ���]]� _�(# > ������� �)]]�

����������[��������σ�]

��������σ� = �������[��������[� - �����������σ�[[�� �� ���]]� _�(# > ������� �)]]�

����������[��������σ�]

��������σ� = �������[��������[� - �����������σ�[[�� �� ���]]� _�(# > ������� �)]]�

����������[��������σ�]

{������}

{������}

{������}

{������}
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���������������σ����� =

{������σ�[[�� �� ��������σ�[[�]]]]� ������σ�[[�� �� ��������σ�[[�]]]]� ������σ�[[

�� �� ��������σ�[[�]]]]� ������σ�[[�� �� ��������σ�[[�]]]]}  � * π * ℏ * ���*���

���������������σ�����

{�������� �������� ������� �������}

��������σ������ =

�������[��������[� - �����������σ�[[�� �� ���]]� _�(# < ������� �)]]�

����������[��������σ������]

��������σ������ =

�������[��������[� - �����������σ�[[�� �� ���]]� _�(# < ������� �)]]�

����������[��������σ������]

��������σ������ =

�������[��������[� - �����������σ�[[�� �� ���]]� _�(# < ������� �)]]�

����������[��������σ������]

��������σ������ =

�������[��������[� - �����������σ�[[�� �� ���]]� _�(# < ������� �)]]�

����������[��������σ������]

���������������σ����� =

{������σ�[[�� �� ��������σ������[[������[��������σ������]]]]]�

������σ�[[�� �� ��������σ������[[������[��������σ������]]]]]�

������σ�[[�� �� ��������σ������[[������[��������σ������]]]]]�

������σ�[[�� �� ��������σ������[[������[��������σ������]]]]]}  � * π * ℏ * ���*��

{������}

{������}

{������}

{������}

{�������� �������� �������� �������}

��������σ�� = �������[��������[� - �����������σ�[[�� �� ���]]� _�(# > ������� �)]]�

����������[��������σ��]

��������σ�� = �������[��������[� - �����������σ�[[�� �� ���]]� _�(# > ������� �)]]�

����������[��������σ��]

��������σ�� = �������[��������[� - �����������σ�[[�� �� ���]]� _�(# > ������� �)]]�

����������[��������σ��]

��������σ�� = �������[��������[� - �����������σ�[[�� �� ���]]� _�(# > ������� �)]]�

����������[��������σ��]

{������}

{������}

{������}

{������}
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���������������σ������ = {������σ�[[�� �� ��������σ��[[�]]]]�

������σ�[[�� �� ��������σ��[[�]]]]� ������σ�[[�� �� ��������σ��[[�]]]]�

������σ�[[�� �� ��������σ��[[�]]]]}  � * π * ℏ * ���*���

���������������σ������

{�������� �������� �������� �������}

��������σ������ =

�������[��������[� - �����������σ�[[�� �� ���]]� _�(# < ������� �)]]�

����������[��������σ������]

��������σ������ =

�������[��������[� - �����������σ�[[�� �� ���]]� _�(# < ������� �)]]�

����������[��������σ������]

��������σ������ =

�������[��������[� - �����������σ�[[�� �� ���]]� _�(# < ������� �)]]�

����������[��������σ������]

��������σ������ =

�������[��������[� - �����������σ�[[�� �� ���]]� _�(# < ������� �)]]�

����������[��������σ������]

���������������σ����� =

{������σ�[[�� �� ��������σ������[[������[��������σ������]]]]]�

������σ�[[�� �� ��������σ������[[������[��������σ������]]]]]�

������σ�[[�� �� ��������σ������[[������[��������σ������]]]]]�

������σ�[[�� �� ��������σ������[[������[��������σ������]]]]]}  � * π * ℏ * ���*��

{������}

{������}

{������}

{������}

{�������� �������� �������� �������}

��������σ�� = �������[��������[� - �����������σ�[[�� �� ���]]� _�(# > ������� �)]]�

����������[��������σ��]

��������σ�� = �������[��������[� - �����������σ�[[�� �� ���]]� _�(# > ������� �)]]�

����������[��������σ��]

��������σ�� = �������[��������[� - �����������σ�[[�� �� ���]]� _�(# > ������� �)]]�

����������[��������σ��]

��������σ�� = �������[��������[� - �����������σ�[[�� �� ���]]� _�(# > ������� �)]]�

����������[��������σ��]

{������}

{������}

{������}

{������}
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���������������σ����� = {������σ�[[�� �� ��������σ��[[�]]]]�

������σ�[[�� �� ��������σ��[[�]]]]� ������σ�[[�� �� ��������σ��[[�]]]]�

������σ�[[�� �� ��������σ��[[�]]]]}  � * π * ℏ * ���*���

���������������σ�����

{�������� �������� ������ ������}

��������σ������ =

�������[��������[� - �����������σ�[[�� �� ���]]� _�(# < ������� �)]]�

����������[��������σ������]

��������σ������ =

�������[��������[� - �����������σ�[[�� �� ���]]� _�(# < ������� �)]]�

����������[��������σ������]

��������σ������ =

�������[��������[� - �����������σ�[[�� �� ���]]� _�(# < ������� �)]]�

����������[��������σ������]

��������σ������ =

�������[��������[� - �����������σ�[[�� �� ���]]� _�(# < ������� �)]]�

����������[��������σ������]

���������������σ����� =

{������σ�[[�� �� ��������σ������[[������[��������σ������]]]]]�

������σ�[[�� �� ��������σ������[[������[��������σ������]]]]]�

������σ�[[�� �� ��������σ������[[������[��������σ������]]]]]�

������σ�[[�� �� ��������σ������[[������[��������σ������]]]]]}  � * π * ℏ * ���*��

{������}

{������}

{������}

{������}

{������� �������� �������� �������}

��������σ�� = �������[��������[� - �����������σ�[[�� �� ���]]� _�(# > ������� �)]]�

����������[��������σ��]

��������σ�� = �������[��������[� - �����������σ�[[�� �� ���]]� _�(# > ������� �)]]�

����������[��������σ��]

��������σ�� = �������[��������[� - �����������σ�[[�� �� ���]]� _�(# > ������� �)]]�

����������[��������σ��]

��������σ�� = �������[��������[� - �����������σ�[[�� �� ���]]� _�(# > ������� �)]]�

����������[��������σ��]

{������}

{������}

{�����}

{�����}
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���������������σ������ = {������σ�[[�� �� ��������σ��[[�]]]]�

������σ�[[�� �� ��������σ��[[�]]]]� ������σ�[[�� �� ��������σ��[[�]]]]�

������σ�[[�� �� ��������σ��[[�]]]]}  � * π * ℏ * ���*���

���������������σ������

{�������� �������� �������� �������}

��������σ������ =

�������[��������[� - �����������σ�[[�� �� ���]]� _�(# < ������� �)]]�

����������[��������σ������]

��������σ������ =

�������[��������[� - �����������σ�[[�� �� ���]]� _�(# < ������� �)]]�

����������[��������σ������]

��������σ������ =

�������[��������[� - �����������σ�[[�� �� ���]]� _�(# < ������� �)]]�

����������[��������σ������]

��������σ������ =

�������[��������[� - �����������σ�[[�� �� ���]]� _�(# < ������� �)]]�

����������[��������σ������]

���������������σ����� =

{������σ�[[�� �� ��������σ������[[������[��������σ������]]]]]�

������σ�[[�� �� ��������σ������[[������[��������σ������]]]]]�

������σ�[[�� �� ��������σ������[[������[��������σ������]]]]]�

������σ�[[�� �� ��������σ������[[������[��������σ������]]]]]}  � * π * ℏ * ���*��

{������}

{������}

{������}

{������}

{�������� �������� �������� �������}

��������� = {������ ��������� ������ �� ����� ������������}� �
��������

������
��

σ[[�]]  ���-� �μ��� σ[[�]]  ���-� �μ��� σ[[�]]  ���-� �μ��� σ[[�]]  ���-� �μ���

������[[�]]  � * π * ℏ * ���*�� ������ ���������������σ������

������[[�]]  � * π * ℏ * ���*�� ������ ���������������σ�������

������[[�]]  � * π * ℏ * ���*�� ������ ���������������σ������

������[[�]]  � * π * ℏ * ���*�� ������ ���������������σ�������
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���������������� = ����[���������� ��������� → ������� �������� → {�� �}�

����� → ���� ���������� → {{���������� ����}� {����� ���������}}]

����� ��������� ������ �� ���

��������
������

�� μ� ��� μ� ��� μ� ��� μ�

��� ��� ������� ������� ������ �������

��� ��� ������� ������� ������� �������

��� ��� ������� ������� ����� ������

��� ��� ������� ������� ������� �������

������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/����������������������� ����������������]�

������������� =

{����� ������ ������ ���� ������������ �� ����� ������������}� �
��������

������
��

σ[[�]]  ���-� �μ��� σ[[�]]  ���-� �μ��� σ[[�]]  ���-� �μ��� σ[[�]]  ���-� �μ���

������[[�]]  � * π * ℏ * ���*�� ������ ���������������σ������

������[[�]]  � * π * ℏ * ���*�� ������ ���������������σ������

������[[�]]  � * π * ℏ * ���*�� ������ ���������������σ������

������[[�]]  � * π * ℏ * ���*�� ������ ���������������σ������

�������������������� = ����[�������������� ��������� → ������� �������� → {�� �}�

����� → ���� ���������� → {{���������� ����}� {����� ���������}}]

���� ������ ������ ���� ������������ �� ���

��������
������

�� μ� ��� μ� ��� μ� ��� μ�

��� ��� ������� ������� ������� �������

��� ��� ������� ������� ������� �������

��� ��� ������ ������� ������� �������

��� ��� ������� ������� ������� �������

������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/��������������������������� ��������������������]�
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���������� = (������� - �������)  {���������������σ����� - ���������������σ������

���������������σ����� - ���������������σ������� ���������������σ����� -

���������������σ������ ���������������σ����� - ���������������σ������}

{{���������� ��������� ��������� ��������}� {���������� �������� ��������� ��������}�

{���������� ��������� ��������� ��������}� {���������� ��������� ��������� �������}}

����������[����������]

{�� �}

�������������� = {������������� ���� �� �������� ������������}� �
��������

������
��

σ[[�]]  ���-� �μ��� σ[[�]]  ���-� �μ��� σ[[�]]  ���-� �μ��� σ[[�]]  ���-� �μ���

������[[�]]  � * π * ℏ * ���*�� ������ ����������[[�� ���]]�

������[[�]]  � * π * ℏ * ���*�� ������ ����������[[�� ���]]�

������[[�]]  � * π * ℏ * ���*�� ������ ����������[[�� ���]]�

������[[�]]  � * π * ℏ * ���*�� ������ ����������[[�� ���]]�

��������������������� = ����[��������������� ��������� → ������� �������� → {�� �}�

����� → ���� ���������� → {{���������� ����}� {����� ���������}}]

������������ ���� �� ������

��������
������

�� μ� ��� μ� ��� μ� ��� μ�

��� ��� ��������� �������� �������� ��������

��� ��� ��������� ������� �������� ��������

��� ��� ��������� �������� �������� ��������

��� ��� ��������� �������� �������� �������

������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/���������������������������� ���������������������]�

����������[����������σ�]

{�� �� ������}

���[����������σ�[[�� �� ��������σ�[[�]]]]]

��������
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������������������� = �������������������[[�� �� ���� �� ����]]�

_�# ≥ ���������������σ�����[[�]] * � * π * ℏ * ���*�� - � * � * π * ℏ * ���*�� ��

����������[�������������������]

������������������� = �������������������[[�� �� ���]]�

_�# ≤ �� * � * π * ℏ * ���*�� + � * � * π * ℏ * ���*�� ��

����������[�������������������]

�������������� = �����[�������������������� �������������������]�

����������[��������������]

{��}

{����}

{����}

�������������������

{�� �� �� �� �� �� �� �� �� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��}

����[[�� �� ����]]  � * π * ℏ * ���*��

�������

���[�_� ����_] �= �����

ⅈ * ����
� * �

ℏ��
* ���������������σ�����[[�]] * � * π * ℏ * ���*�� - ����[[�� �� �]] *

�[[�]] - ���� + ����������σ�[[�� �� ��������σ�[[�]]]] * ���-ⅈ *

����
� * �

ℏ��
* ���������������σ�����[[�]] * � * π * ℏ * ���*�� - ����[[�� �� �]] *

�[[�]] - ����

����[�_� ����_] �= �����

ⅈ * ����
� * �

ℏ��
* ���������������σ�����[[�]] * � * π * ℏ * ���*�� - ����[[�� �� �]] *

�[[�]] - ����

����[�_� ����_] �= ������[� - ���[����������σ�[[�� �� ��������σ�[[�]]]]]��] * ���

ⅈ * ����
� * �

ℏ��
* ���������������σ�����[[�]] * � * π * ℏ * ���*�� - ����[[�� �� �]] *

�[[�]] - ����

ψ�� = ���������������σ�����[[�]] + ����[�����[���[�� �]� {�� �� ���}]�

�����[����[�� �]� {�� ���� ����}]� �����[����[�� �]� {�� ����� ����}]]�

����������[ψ��]

�[[���]]

{����}

-����� × ��-�
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�����������������@�  ���-�� ψ��� ������ → ����� ��������� → ���

-15 -10 -5 5 10 15

24

26

28

30

32

�������������������������@�  ���-�� ����[[�� �� ���]]  � * π * ℏ * �����

��������� → {{-��� ��}� {-�� ��}}�

���������������������@�  ���-�� ψ��� ��������� → ���

-15 -10 -5 5 10 15
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��������� = ���������������������@�  ���-�� ����[[�� �� ���]]  � * π * ℏ * �����

���������@�  ���-�� ψ��� ��������� → {{-��� ��}� {-�� ��}}�

����� → ����� ���������� → {{�����[���������� ������ ���������� ��]�

�����[�����-��������� Ψ(�)�� ��]}� {�����[���������� μ��� ��]� ����}}�

��������� → �����[��������� ������� ��������� ��� ������������ ������ ��]�

��������������� → ������� ��������� → ������ ��������� → ���������[����]
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Gaussian Barrier Potential and Transmitting Wave

������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/���������������� ���������]�

σσ = {���*�-�� �����*�-�}�

����� = �������[[�]] * ���
-� - ����

σσ[[�]]��
� {�� �� �}� {�� -��� ��� �}�

����������[�����]

{�� ����}

����������� = �����[��[������������[�����[[�� ���]]� �������] ⩵ {}�

�������� ������[�������� �������[��������[��������

������������[�����[[�� ���]]� �������][[�]]]]]]� {�� �� �}]�

����������[�����������]

{�� ������}

��������������� = �����[

���������������������[�����[[�� ���]]� �����������[[�� ���]]� �]� {�� �� �}]�

����������[���������������]

{�� ������}
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�������������� = ������������

���������@�����������[[�� ���]]  � * π * ℏ * ����� � - ���������������[[�� ���]]�

���������@�����������[[�� ���]]  � * π * ℏ * �����

����[�����[�� {�� �� ������}]� � - ���������������[[�� ������ �� ������]]]�

��������� → ���� ����� → ����� ���������� → {�����[�������� ����� ��]�

�����[������������� ������������� ��]}� ��������� →

�����[��������� ������� ��������� ������������ ��������� �������� �������� ��]�

��������������� → ������� ��������� → ������

��������� → ���������[����]� ����������� → {�σ<<��� �σ>>��}
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������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/��������������������� ��������������]�
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Appendix D

The Mathematica package for the the eigenenergies

ImpedanceMethodEigenEnergy.m



�������������������������������
������
02.11.2016 Anderson Group

������������
Transmission line analogy of resonance tunneling phenomena:The generalized impedance concept by A.N. 
Khondker

J. Appl. Phys., vol. 63, no. 10, p.5191, 1988
Wave transmissionthrough periodic, quasiperiodic, and random one-dimensional finite lattices by Braulio 

Gutierrez-Medina
Am. J. Phys., vol. 81, no. 2, p. 104, 2013 

This package used the general impeance method to numically evaluate the eigen-energies of an arbitrary 
potential energy function. The general impedance method evaluates the potential energy function from the 

output end to the reference plane for the left looking input impedance, ζinputL, and the input end of the poten-
tial to the reference plane for the right looking input impedance, ζinputR. The condition for the eigen-energies 
is ζinputL=ζinputR.
The input values for this package are:

v=Table[function[i],{i,imin,imax,stepsize}] : the arbitrary potential energy function as a list of points.
energy=Table[i,{i,imin,max,stepsize}] : the span of energy values that an arbitrary wavefunction might 

have. Note, this could also be a list of one.
l= constant : step size, or more specifically the value x[[2]]-x[[1]]. This is the step size at which the 

potential energy function takes.
The output values for this package are the eigen-energies for the potential.
The variables defined with in the package are:

m= effective mass of the wave packet in units of kg (for rubidium)
ℏ= Planck’s constant in units of Js
k= propagation constant
ζ0= characteristic impedance
ζload= load impedance
ζinput= input impedance

�������������

������������[��������������������������������������������������������]

������������������������������������������������������
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�������������

������������������ =

������������[����������] �������� ��� �����-�������� �� ����� ���

������� ��������� ������� ��� ��������� ��� �� �������

��� � ����� ���� ��� ��� ��������� ������ ������ ���������

������ ������ ��������� ��� ��� ���� ����� �������������

� �� ��� ��������� ���� �� ��� ���� ������ ��� ℏ �� �������� ��������

�� ����� �� ��� ���� ��� ������� ������ ��� ��������

� ���� �� �� ��� ���� �=�����[��������[�]�{�������������}]

������ ���� �� �� ��� ���� ������=�����[��{�������������}]��

����������������

����������������� =

���� ��������� ������ �������� ��� ���� �� �� ��� ���� �� � �������

���������������������� = ���� ������ �������� ��� ���� �� �� ��� ���� �� � �������

����������������� =

���� ���� ���� �������� ��� �� ��� ������ ��� ����������� ������� � ���� ��

������� ���� � ��� ���� ���� ��� ������� �� ������� ����������� ������

�������

���������������

�����[�����������]

��������������������������������������������������������������

�����������������������������������������

� = ����*�-���

ℏ = �����������*�-���

2 ���  ImpedanceMethodEigenEnergy.nb
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�����������[�_� ������_� �_] �=

������{��� ζ��� ζ������ ζ������� ��� ζ��� ζ������ ζ�������

�� ���������� ������ ������ �������������� ��������������}�

�����

! (�������[�])� �������[�������������������� �]�

! (�������[������])� �������[������������������������� ������]�

! � < � ≤
(� * �[π� ��] * ℏ)

����[� * � * ���[������]]
�

��������������������������� ��
(� * �[π� ��] * ℏ)

����[� * � * ���[������]]


�

��������� = ��[�����[������[�]]� ������[�] / �� (������[�] - �) / �]�

��

�� = ⅈ * ����� * � * ������ - �[[�]]  ℏ�

ζ�� = -ⅈ * ℏ * �� / ��

��[� ⩵ ������[�]� ζ����� = ζ��� ζ����� = ζ������]�

ζ������ = ζ�� *
ζ����� * ����[�� * �] - ζ�� * ����[�� * �]

ζ�� * ����[�� * �] - ζ����� * ����[�� * �]
�

{�� ������[�]� ���������� -�}�

��

�� = ⅈ * ����� * � * ������ - �[[�]]  ℏ�

ζ�� = -ⅈ * ℏ * �� / ��

��[� ⩵ �� ζ����� = ζ��� ζ����� = ζ������]�

ζ������ = ζ�� *
ζ����� * ����[�� * �] - ζ�� * ����[�� * �]

ζ�� * ����[�� * �] - ζ����� * ����[�� * �]
� {�� �� ���������� �}�

����� = ������������������ζ������  ζ������� _�(# > ���� �)�

����� = ������������������ζ������  ζ������� _�(# < ����� �)�

������������� = ������������[������ �����]�

�������������� =

�����[������[[�������������[[�]]]]� {�� �� ������[�������������]}]



�������������������

���[]

��������������������������������������������������������������

�����������

����������[]
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Appendix E

The double rectangular barrier potential Mathematica notebook

doubleRectPot.nb



����������������������������
���������������

����[]

��������[���������]

���[�/�����/��������/�������/�������-������/�����������

����/���������������/������������������]

���[�/�����/��������/�������/�������-������/�����������

����/���������������/���������������������������]

���[�/�����/��������/�������/�������-������/�����������

����/���������������/�����������������������������]

������������

{�������������������������������������������������������

���������������������������������������������������

��������������������������������� ����������������� ���������������

������������������� ��������������� �������� �������}

ℏ = �����*�-���

��� = � * π * ℏ * ����*���

��� = � * π * ℏ * ���*�� * �����[�� {�� ��� ��}]�

��� = ����*�-��

��� =
����*�-�

�
�

��� = ����*�-��

� = ��� / �����

������ = � * π * ℏ * ���� * �����[�� {�� ����� ��(*��*)� �����(*����*)}]�

����������[������]

{������}

��������� = �����-��� * ��������[� + ���] + ��� * ��������� + ��� + ��� +

���[[�]] * -��������� - ��� + ��� + ��������[� - ���]�

{�� �� ������[���]}� {�� -���� ���� �}�

� = �����[�� {�� -���� ���� �}]�

����������[���������]

{�� ����}
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����������� =

��������������������������@�  ���-�� ���������[[�� ���]]  � * π * ℏ * �����

{�� �� ������[���]}� ��������� → {{-�� �}� {-��� ��}}� ����� → �����

���������� → {�����[���������� μ��� ��]� �����[���������� ������� ����� ��]}�

��������� → �����[������������ ������ ��������� ��]�

��������������� → ������� ��������� → ������ ��������� → {���������[����]}
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������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/������������������ �����������]�

���������� = �����[��[������������[���������[[�� ���]]� ������] ⩵ {}�

������� ������[������� �������[��������[�������

������������[���������[[�� ���]]� ������][[�]]]]]]� {�� �� ������[���]}]�

����������[����������]

{�� ������}

� = ������������[]�

������������ =

���������������������[���������[[�� ���]]� ����������[[�� ���]]� �]�

����������[������������]

������������[] - �

{������}

����������
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�� =

���������������������@����������[[�� ���]]  � * π * ℏ * ����*��� � - �������������

��������� → ���� ����� → �����

���������� → {�����[�������/���� ��]� �����[��������������� ��]}�

��������� → �����[������������ ������ ��������� ��]�

��������������� → ������� ��������� → ������ ��������� → {���������[����]}
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����������� = �������������������[���������[[�� ���]]� ����������[[�� ���]]� �]�

����������[�����������]

������������[] - �

� = ������������[]�

������������ = �����������[���������[[�� ���]]� ����������[[�� ���]]� �]�

����������[������������]

������������[] - �

{��}

����������

����������������������������  � * π * ℏ * ���*��� ���[#� - #�] < �� �

{������� ������� ������ �������� ������}

Avik Dutt analytical solution:

doubleRectPot.nb  ���3
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� = ����*�-���

��[���_] �= ����� * � * ���  ℏ��

��[���_] �= ����� * � * (��� - ���)  ℏ��

��[���_] �= ����� * � * (���[[�]] - ���)  ℏ��

� = � * ����

� = � * ��� + ����

�����[���_] �=

�� * � * ����[��[���] * ���]�� +
��[���]

��[���]
-
��[���]

��[���]
�� * ����[��[���] * ���]�� *

� * ����[��[���] * ���]�� +
��[���]

��[���]
-
��[���]

��[���]
�� * ����[��[���] * ���]�� +

��[���]

��[���]
+
��[���]

��[���]
*

��[���]

��[���]
+
��[���]

��[���]
* ����[��[���] * ���] *

����[��[���] * ���] �� +
��[���]

��[���]
+
��[���]

��[���]
*

��[���]

��[���]
+
��[���]

��[���]
*

����[��[���] * ���] * ����[��[���] * ���] * � * �����[���] * ��� + ��� *

����[��[���] * ���] * ����[��[���] * ���] - � * �����[���] * ��� + ��� *

��[���]

��[���]
-
��[���]

��[���]
* ����[��[���] * ���] * ����[��[���] * ���] +

��[���]

��[���]
-
��[���]

��[���]
* ����[��[���] * ���] * ����[��[���] * ���] -

� * �����[���] * ��� + ��� *
��[���]

��[���]
-
��[���]

��[���]
* ����[��[���] * ���] *

��[���]

��[���]
-
��[���]

��[���]
* ����[��[���] * ���] �-�

H. Yamamoto analytical solution

β[���_] �= ����� * � * (��� - ���)  ℏ��

��[���_] �= ����� * � * ���  ℏ��

�[���_] �= � * ����[��� * (��� - ���)] * ����[β[���] * ���] * ���[��[���] * ���] -

(� * ��� - ���) * ����[β[���] * ���] * ���[��[���] * ���]

�����[���_] �=

� + ����� * ����[β[���] * ���]�� * �[���]��  � * ����� * (��� - ���)���-�

Ava Ashby analytic solution:

� = ����*�-���

�[���_] �= ����� * � * ���  ℏ���

κ�[���_] �= ����� * � * (��� - ���)  ℏ���

κ�[���_] �= ����� * � * (���[[�]] - ���)  ℏ���

�� = ����

�� = ��� + ����

Δ = �� - ���

4 ���  doubleRectPot.nb
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��������[���_] �=

��� ���[-� * ⅈ * �[���] * ��] *
�[���]��

κ�[���]
+ κ�[���] * ���[� * ⅈ * �[���] * ��] *

����[κ�[���] * Δ] * ����[κ�[���] * Δ] +
�[���]��

κ�[���]
+ κ�[���] *

���[-� * ⅈ * �[���] * ��] * ����[κ�[���] * Δ] * ����[κ�[���] * Δ] +

�[���]��

κ�[���] * κ�[���]
-
κ�[���] * κ�[���]

�[���]
* ���[� * �[���] * ��] +

κ�[���]

κ�[���]
-
κ�[���]

κ�[���]
* ⅈ * �[���] * ���[� * �[���] * ��] *

����[κ�[���] * Δ] * ����[κ�[���] * Δ]  ���[-� * ⅈ * �[���] * ��] *

�[���]��

κ�[���]
- κ�[���] * ����[κ�[���] * Δ] * ����[κ�[���] * Δ] +

�[���]��

κ�[���]
- κ�[���] * ����[κ�[���] * Δ] * ����[κ�[���] * Δ] - � * ⅈ * �[���] *

����[κ�[���] * Δ] * ����[κ�[���] * Δ] + ����[κ�[���] * Δ] * ����[κ�[���] * Δ] *

�[���]��

κ�[���] * κ�[���]
+
κ�[���] * κ�[���]

�[���]
* ���[� * �[���] * ��] -

κ�[���]

κ�[���]
+
κ�[���]

κ�[���]
* ⅈ * �[���] * ���[� * �[���] * ��] ���

�[���_� ����_] �= ���[-κ�[���] * ��] *
�

�
*

���� * ���[ⅈ * �[���] * ��] *
ⅈ * �[���]

κ�[���]
+ � - ���[-ⅈ * �[���] * ��] *

ⅈ * �[���]

κ�[���]
- �

��[���_� ����_] �= ���[κ�[���] * ��] *
�

�
*

���[-ⅈ * �[���] * ��] * � +
ⅈ * �[���]

κ�[���]
+ ���� * ���[ⅈ * �[���] * ��] * � -

ⅈ * �[���]

κ�[���]

����[�_� ���_� ����_] �= ��[���[ⅈ * �[���] * �[[�]]] + ���� * ���[-ⅈ * �[���] * �[[�]]]]

�����[�_� ���_� ����_] �=

��[�[���� ����] * ���[-κ�[���] * �[[�]]] + ��[���� ����] * ���[κ�[���] * �[[�]]]]

�[���_� ����_] �=

�

�
* ���[ⅈ * �[���] * ��] * ���� * ���[ⅈ * �[���] * ��] *

ⅈ * �[���]

κ�[���]
-

κ�[���]

ⅈ * �[���]
*

����[κ�[���] * Δ] + ���[-ⅈ * �[���] * ��] *

� * ����[κ�[���] * Δ] -
κ�[���]

ⅈ * �[���]
+
ⅈ * �[���]

κ�[���]
* ����[κ�[���] * Δ]

�[���_� ����_] �=
�

�
* ���[-ⅈ * �[���] * ��] * ���� * ���[ⅈ * �[���] * ��] *

� * ����[κ�[���] * Δ] +
ⅈ * �[���]

κ�[���]
+

κ�[���]

ⅈ * �[���]
* ����[κ�[���] * Δ] -

���[-ⅈ * �[���] * ��] *
ⅈ * �[���]

κ�[���]
-

κ�[���]

ⅈ * �[���]
* ����[κ�[���] * Δ]
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������[�_� ���_� ����_] �=

��[�[���� ����] * ���[ⅈ * �[���] * �[[�]]] + �[���� ����] * ���[-ⅈ * �[���] * �[[�]]]]

����[����_] �= ����[� - ���[����]��]

��[���_� ����_] �= ����[� - ���[����]��] * ���[ⅈ * �[���] * �� + κ�[���] * ��]

��[���_� ����_] �=

�

�
* ���[κ�[���] * ��] * �[���� ����] * ���[ⅈ * �[���] * ��] * � -

ⅈ * �[���]

κ�[���]
+

�[���� ����] * ���[-ⅈ * ��] * � +
ⅈ * �[���]

κ�[���]

���[���_� ����_] �=
�

�
* ���[-κ�[���] * ��] *

�[���� ����] * ���[ⅈ * �[���] * ��] *
ⅈ * �[���]

κ�[���]
+ � +

�[���� ����] * ���[-ⅈ * ��] * � -
ⅈ * �[���]

κ�[���]

�����[�_� ���_� ����_] �=

��[��[���� ����] * ���[-κ�[���] * �[[�]]](*+���[��������]*���[κ�[���]*�[[�]]]*)]

(*��[��������]*���[-κ�[���]*�[[�]]]]*)

����[�_� ���_� ����_] �= ��[����[����] * ���[ⅈ * �[���] * �[[�]]]]

������� = �������[��������[���������[[�� ���]]� _�(# == ��� �)]]

{���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

���� ���� ���� ���� ���� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����

����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����}

������� = �������[��������[���������[[�� ���]]� _�(# == ���[[�]] �)]]

{���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

���� ���� ���� ���� ���� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����

����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����}

�������� = �������������������������[[�� ���]]� _�# ⩵ ������������[[��]] ��

���� = �����������[[������]]

����[� - ���[����]��]

-����������� + ���������� ⅈ

��������

����������[[�� ������]]  � * π * ℏ * ���*��

������
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ψ� = �������@�����[����[�� ����������[[�� ������]]� ����]� {�� �� ���}]�

ψ�� = �������@�����[�����[�� ����������[[�� ������]]� ����] * �� {�� ���� ���}]�

ψ��� = �������@�����[������[�� ����������[[�� ������]]� ����] * �� {�� ���� ����}]�

ψ�� = �������@�����[�����[�� ����������[[�� ������]]� ����] * �� {�� ����� ����}]�

ψ� = �������@�����[����[�� ����������[[�� ������]]� ����]� {�� ����� ������[�]}]�

Ψ = ����������[[�� ������]]  � * π * ℏ * ���*�� + ����[ψ�� ψ��� ψ���� ψ��� ψ�]�

����������[Ψ]

{����}

������������ = �����������������@�  ���-�� Ψ�

���������@�  ���-�� ���������[[�� ���]]  � * π * ℏ * �����

������ → ����� ��������� → {{-�� �}� {-���� ��}}� ����� → ����� ���������� →

{{�����[���������� ������ ��������� ����� ��]� �����[�������������� Ψ(�)�� ��]}�

{�����[���������� μ��� ��]� ����}}� ��������� →

�����[������� ����������� ������� ��������� ��� ������������ ������ ��]�

��������������� → ������� ��������� → ������ ��������� → ���������[����]
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������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/������������������� ������������]�

����������������������������  � * π * ℏ * ���*��� ���[#� - #�] < �� �

{������� ������� ������ �������� ������}
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������������ = � * π * ℏ * ���*�� * ����[�����[�� {�� ��� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ���� ���������}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ���� �������}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ����� ������}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ������}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ����}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]]�

����������[������������]

{�������}

� = ������������[]�

������������������ = ���������������������[���������[[�� ���]]� ������������� �]�

����������[������������������]

������������[] - �

{�������}

�����������

� = ������������[]�

����������������� = �������������������[���������[[�� ���]]� ������������� �]�

����������[�����������������]

������������[] - �

{�������}

�����������

� = ������������[]�

������������������ = �����������[���������[[�� ���]]� ������������� �]�

����������[������������������]

������������[] - �

{����}

�����������

��������� = {������-�������� �� ����� ������������}�

����������������������������������  � * π * ℏ * ���*��� ���[#� - #�] < �� ��

������������� = ����[���������� ��������� → ������� �������� → {�� �}�

����� → ���� ���������� → {{����� ����}� {���������� ����}}]

�����-�������� �� ���

������� ������� ����� ������� ������

������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/�������������������� �������������]�

������ = ����������������������������������  � * π * ℏ * ���*��� ���[#� - #�] < �� ��
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����������� = � * π * ℏ * ���� * �����[�� {�� ���� ��� ������}]�

����������[�����������]

���������� = ��[������������[���������[[�� ���]]� �����������] ⩵ {}�

������������ ������[������������ �������[��������[������������

������������[���������[[�� ���]]� �����������][[�]]]]]]�

����������[����������]

{�������}

{�������}

������� = ���������@������������  � * π * ℏ * ���*��� � - �������������������

����������[�������]

����� = ���������@������������  � * π * ℏ * ���*��� � - ��������[������������]�

����������[�����]

������ = ���������@����������  � * π * ℏ * ���*��� �����[����������]�

����������[������]

������ = ���������@����������  � * π * ℏ * ���*��� �����[����������]�

����������[������]

{�������� �}

{�������� �}

{�������� �}

{�������� �}
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�������� = ������������[{�������� ������ ������� ������}� ��������� → ����

����� → ����� ���������� → {�����[�������� ����� ��]� �����[��������������� ��]}�

��������� → �����[������������� �������� �� ���������� ����������� ��]�

��������������� → ������� ��������� → ������ ��������� → ���������[����]�

����������� → {���������� �������� �������� ����� [��]�� ��������� [��]�}

(*�������→{���������[{������������������}]�

�����[����[{{������[[�]]��}�{������[[�]]��}}]�{�����}]}*)]
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������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/��������������� ��������]�
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������������� =

���������������������@������������  � * π * ℏ * ���*��� � - �������������������

��������� → ���� ����� → �����

���������� → {�����[�������� ����� ��]� �����[��������������� ��]}� ��������� →

�����[������������� �������� �� ��� ������ ����������� ������� ����������� ��]�

��������������� → ������� ��������� → ������

��������� → ���������[����� ���������[����]]�

������ → {���������[{������ ������ ������}]�

�����[����[{{������[[�]]� �}� {������[[�]]� �}}]� {�� �� �}]}
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������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/�������������������� �������������]�

����������� = �������[��������[� - ������������������� _�(# > �� �)]]�

��������������������� = �����

������������[[�����������[[�]]]]  � * π * ℏ * ���*��� {�� ������[�����������]}�

��������� = ����������������[���������������������� ���[#� - #�] < �� �]

{�������� �������� �������� �������� ������� ���� ����� ����� ����� �����

����� ����� ����� ���� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ���� �����

����� ����� ����� ����� ����� ����� ���� ����� ����� ����� ����� ����� �����

����� ���� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ���� ����� ����� �����

����� ����� ����� ����� ���� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ���}
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�������������� = ������������

���������@������������  � * π * ℏ * ���*��� � - ��������[������������]�

��������� → ���� ��������� → ���������[���� ���������[����]]�

��������� → �����[���� ����� �������� ���������� ��]� ����� → �����

���������� → {�����[�������� ����� ��]� �����[��������������� ��]}�

��������������� → ������� ��������� → �����
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�������������� = ����[�������������� ��������������]
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Transmission spectrum of the double rectangular barrier potential

������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/��������������������� ��������������]�

�������������� = � * π * ℏ * ���*�� * ����[�����[�� {�� ��� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ���� �������}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ���� �������}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ����� ������}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ������}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� �����}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]]�

����������[��������������]

{�������}

������������������� =

���������������������[���������[[�� ���]]� ��������������� �]�

����������[�������������������]

{�������}

������������������� = �����������[���������[[�� ���]]� ��������������� �]�

����������[�������������������]

������ =

�����������������������������������  � * π * ℏ * ���*��� ���[#� - #�] < �� �

{���}

{�������� �������� �������� �������� �������}

doubleRectPot.nb  ���13

����������������������������������������������

115



���������������������@��������������  � * π * ℏ * ���*��� � - ��������������������

��������� → ���� ����� → �����

���������� → {�����[�������� ����� ��]� �����[��������������� ��]}�

��������� → �����[������������ ������ �������� ������� ��]�

��������������� → ������� ��������� → ������ ��������� → {���������[����]}
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�������� = � * π * ℏ * ���*�� * ����[�����[�� {�� ��� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ���� �������}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ���� �������}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ����� ������}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ������}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� �����}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]]�

�������������� = ��[������������[���������[[�� ���]]� ��������] ⩵ {}�

��������� ������[��������� �������[

��������[��������� ������������[���������[[�� ���]]� ��������][[�]]]]]]�

����������[��������������]

{�������}

14 ���  doubleRectPot.nb

����������������������������������������������

116



������������������� =

���������������������[���������[[�� ���]]� ��������������� �]�

����������[�������������������]

������������������� = �����������[���������[[�� ���]]� ��������������� �]�

����������[�������������������]

������ =

�����������������������������������  � * π * ℏ * ���*��� ���[#� - #�] < �� �

{�������}

{���}

{�������� �������� �������� ������� �������}

���������������������@��������������  � * π * ℏ * ���*��� � - ��������������������

��������� → ���� ����� → �����

���������� → {�����[�������� ����� ��]� �����[��������������� ��]}�

��������� → �����[������������ ������ �������� ������� ��]�

��������������� → ������� ��������� → ������ ��������� → {���������[����]}
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���������� = �������[��������[� - �������������������� _�(# > ���� �)]]�

����������������� = �����

��������������[[����������[[�]]]]  � * π * ℏ * ���*��� {�� ������[����������]}�

����������������[������������������ ���[#� - #�] < �� �]

{������� �������� �������� �������� �������� �������� �������� ��������

�������� �������� �������� ���� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����

����� ����� ����� ����� ����� ���� ����� ����� ����� ����� ����� �����

����� ���� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ���� ����� �����

����� ����� ����� ����� ����� ���� ����� ����� ����� ����� ����� �����

����� ���� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ���� ����� ����� �����

����� ����� ����� ����� ���� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ���}

��������� = {������-�������� �� ����� ������������}�

�������[[�]]  � * π * ℏ * ���*�� ������ �������@

����������������������������������  � * π * ℏ * ���*��� ���[#� - #�] < �� ��

�������[[�]]  � * π * ℏ * ���*�� ������ �������@�������

�������[[�]]  � * π * ℏ * ���*�� ������ �������

������������� = ����[���������� ��������� → ������� �������� → {�� �}�

����� → ���� ���������� → {{���������� ����}� {���������� ����}}]

�����-�������� �� ���

��� ��� ������� ������� ����� ������� ������

��� ��� ������� ������� ������� ������� �������

��� ��� ������� ������� ������� ������ �������

������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/�������������������� �������������]�
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����������� =

���������������������@������������  � * π * ℏ * ���*��� � - �������������������

���������@��������������  � * π * ℏ * ���*��� � - ��������������������

���������@��������������  � * π * ℏ * ���*��� � - ��������������������

��������� → ���� ����� → �����

���������� → {�����[�������� ����� ��]� �����[��������������� ��]}�

��������� → �����[������������� �������� ��� ������ ��������� ��]�

��������������� → ������� ��������� → ������

��������� → {���������[����]}� ����������� → {�������� �������� �������}
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������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/������������������ �����������]�

���� = 
����*�-�

�
�
����*�-�

�
�
���*�-�

�
�

������������ =

�����-��� * ��������[� + ����[[�]]] + ��� * ��������� + ����[[�]] + ��� +

���[[�]] * -��������� - ����[[�]] + ��� + ��������[� - ����[[�]]]�

{�� �� ������[����]}� {�� -���� ���� �}�

� = �����[�� {�� -���� ���� �}]�

����������[������������]

{�� ����}
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�������������� =

��������������������������@�  ���-�� ������������[[�� ���]]  � * π * ℏ * �����

{�� �� ������[����]}� ��������� → {{-�� �}� {-��� ��}}� ����� → �����

���������� → {�����[���������� μ��� ��]� �����[���������� ������� ����� ��]}�

��������� → �����[������������ ������ ��������� ��]�

��������������� → ������� ��������� → ������ ��������� → {���������[����]}�

����������� → {������μ��� �����μ��� ����μ��}
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������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/��������������������� ��������������]�

���������� = � * π * ℏ * ���*�� * ����[�����[�� {�� ��� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ���� �������}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ���� ������}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ���� ������}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ���� ������}]� �����[�� {�� ���� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ������}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� �����}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� �����}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� �����}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� �����}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]]�

���������������� = ��[������������[���������[[�� ���]]� ����������] ⩵ {}�

����������� ������[����������� �������[

��������[����������� ������������[���������[[�� ���]]� ����������][[�]]]]]]�

����������[����������������]

{������}
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��������������������� =

���������������������[������������[[�� ���]]� ����������������� �]�

����������[���������������������]

��������������������� = �����������[������������[[�� ���]]� ����������������� �]�

����������[���������������������]

�������� =

�������������������������������������  � * π * ℏ * ���*��� ���[#� - #�] < �� �

{������}

{���}

{�������� �������� �������� �������� �������� �������� �������� �������� �������}

������� = ���������������������@

����������������  � * π * ℏ * ���*��� � - ���������������������� ��������� → ����

����� → ����� ���������� → {�����[��������� ��]� �����[��������������� ��]}�

��������� → �����[������������ ������ �������� ����������=����μ��� ��]�

��������������� → ������� ��������� → ������ ��������� → {���������[����]}
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����/���������������/������ ����/�������� ����/�������������� �������]�
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���������� = � * π * ℏ * ���*�� * ����[�����[�� {�� ��� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ���� ������}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ���� �������}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ���� �������}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ���� ������}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ���� ������}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ����� ������}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ������}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ������}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� �����}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� �����}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� �����}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� �����}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� �����}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ����}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]]�

���������������� = ��[������������[���������[[�� ���]]� ����������] ⩵ {}�

����������� ������[����������� �������[

��������[����������� ������������[���������[[�� ���]]� ����������][[�]]]]]]�

����������[����������������]

{�������}

��������������������� =

���������������������[������������[[�� ���]]� ����������������� �]�

����������[���������������������]

��������������������� = �����������[������������[[�� ���]]� ����������������� �]�

����������[���������������������]

�������� =

�������������������������������������  � * π * ℏ * ���*��� ���[#� - #�] < �� �

{�������}

{���}

{�������� �������� �������� �������� �������� ��������

�������� �������� ������� �������� ������� �������� �������}
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������� = ������������

���������@����������������  � * π * ℏ * ���*��� � - ����������������������

��������� → ���� ����� → �����

���������� → {�����[�������� ����� ��]� �����[��������������� ��]}�

��������� → �����[������������ ������ ������������������=���μ��� ��]�

��������������� → ������� ��������� → ������ ��������� → {���������[����]}
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������[�/�����/��������/�������/�������-������/�����������

����/���������������/������ ����/�������� ����/�������������� �������]�

�������������� = ���������������������������  � * π * ℏ * ���*��� _�(# >= ���� �)�

��������������[[�]]

�������

������������[[��������������[[�]]]]  � * π * ℏ * ���*��

���
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������������� = ������������

���������@������������[[� �� ��������������[[�]]]]  � * π * ℏ * ���*���

� - ������������������[[� �� ��������������[[�]]]]�

���������@����������������  � * π * ℏ * ���*��� � - ����������������������

���������@����������������  � * π * ℏ * ���*��� � - ����������������������

��������� → ���� ����� → �����

���������� → {�����[�������� ����� ��]� �����[��������������� ��]}�

��������� → �����[������������� �������� ��� ������ ������������ ��]�

��������������� → ������� ��������� → ������ ��������� → {���������[����]}�

����������� → {������μ��� �����μ��� ����μ��}
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������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/�������������������� �������������]�

�����[��������� ����]

{������ ������ ������ ������ ������ ������

������� ������� ������� ������� ������� ������ ������}
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������������ = {������-�������� �� ���� ���=���=������� ������������}�

��������[[�]] * �  ���-� �μ��� ������������@����������������

������������������  � * π * ℏ * ���*��� ���[#� - #�] < �� �� ����

��������[[�]] * �  ���-� �μ��� �����[��������� ���]�

��������[[�]] * �  ���-� �μ��� �����[��������� ���]�

���������������� = ����[������������� �������� → ����� ����� → ����

���������� → {{���������� ����}� {���������� ����}}]

�����-�������� �� ���� ���=���=�����
����� μ� ���� ���� ���� ����� �����
���� μ� ���� ���� ���� ���� ����� ����� ����� ����� �����
��� μ� ���� ���� ��� ���� ���� ����� ����� ���� ����� ����� ����� �����

������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/����������������������� ����������������]�

��������� = �����������������������@

����������������������������������  � * π * ℏ * ���*��� ���[#� - #�] < �� �� ��

��������� = �����[�����������[��������]� ��]

��������� = �����[�����������[��������]� ��]

{���� ���� ���� ���}

{���� ���� ���� ���� ��� ���� ��� ���}

{���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���}

���������������� =

{������-������ ���������� �� ���� ���=���=������� ������������}�

��������[[�]] * �  ���-� �μ��� ���������� ��������[[�]] * �  ���-� �μ���

���������� ��������[[�]] * �  ���-� �μ��� ����������

�������������������� = ����[����������������� ��������� → ������� �������� → �����

����� → ���� ���������� → {{���������� ����}� {���������� ����}}]

�����-������ ���������� �� ���� ���=���=�����
����� μ� ��� ��� ��� ���
���� μ� ��� ��� ��� ��� �� ��� �� ���
��� μ� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���

������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/��������������������������� ��������������������]�
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Appendix F

The Mathematica package for the reflection amplitude coefficients

ImpedanceMethodAmplitude.m



�������������������������
��������������������
12.21.2015 Anderson Group

������������
Transmission line analogy of resonance tunneling phenomena:The generalized impedance concept by A.N. 
Khondker

J. Appl. Phys., vol. 63, no. 10, p.5191, 1988
Wave transmissionthrough periodic, quasiperiodic, and random one-dimensional finite lattices by Braulio 

Gutierrez-Medina
Am. J. Phys., vol. 81, no. 2, p. 104, 2013 

This package used the general impeance method to numically evaluate the reflection probabilities of an 

arbitrary potential energy function. The general impedance method evaluates the potential energy function 

from the output end to the input end of the potential.  
The input values for this package are:

v=Table[function[i],{i,imin,imax,stepsize}] : the arbitrary potential energy function as a list of points.
energy=Table[i,{i,imin,max,stepsize}] : the span of energy values that an arbitrary wavefunction might 

have. Note, this could also be a list of one.
l= constant : step size, or more specifically the value x[[2]]-x[[1]]. This is the step size at which the 

potential energy function takes.
The output values for this package is the values of the reflection probability for each value of energy. Length-
[ReflectionProbability]==Length[energy].
The variables defined with in the package are:

m= effective mass of the wave packet in units of kg (for rubidium)
ℏ= Planck’s constant in units of Js
k= propagation constant
z0= characteristic impedance
zload= load impedance
zinput= input impedance

�������������

������������[����������������������������������������������������]

��������������������������������������������������

����������������������������������������������
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�������������

�������������������������� =

��������������������[����������] �������� ��� ������� ����������

��������� �� ����� ��� ������� ��������� ������� ��� ���������

��� �� ������� ��� � ����� ���� ��� ��� ��������� ������ ������

��������� ������ ������ ��������� ��� ��� ���� ����� �������������

� �� ��� ��������� ���� �� ��� ���� ������ ��� ℏ �� �������� ��������

�� ����� �� ��� ���� ��� ������� ������ ��� ��������

� ���� �� �� ��� ���� �=�����[��������[�]�{�������������}]

������ ���� �� �� ��� ���� ������=�����[��{�������������}]��

����������������

������������������������� =

���� ��������� ������ �������� ��� ���� �� �� ��� ���� �� � �������

������������������������������ =

���� ������ �������� ��� ���� �� �� ��� ���� �� � �������

������������������������� =

���� ���� ���� �������� ��� �� ��� ������ ��� ����������� ������� � ���� ��

������� ���� � ��� ���� ���� ��� ������� �� ������� ����������� ������

�������

���������������

�����[�����������]

����������������������������������������������������������

�����������������������������������������

� = ����*�-���

ℏ = �����������*�-���

2 ���  ImpedanceMethodAmplitude.nb
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�������������������[�_� ������_� �_] �=

������{�� ��� ������ ������� ������������ �}�

�����

! (�������[�])� �������[���������������������������� �]�

! (�������[������])� �������[��������������������������������� ������]�

! � < � ≤
(� * �[π� ��] * ℏ)

����[� * � * ���[������]]
�

����������������������������������� ��
(� * �[π� ��] * ℏ)

����[� * � * ���[������]]


�

��

� = ⅈ * ����� * � * ������ - �[[�]]  ℏ�

�� = -ⅈ * ℏ * � / ��

��[� ⩵ ������[�]� ����� = ��� ����� = ������]�

������ = �� *
����� * ����[� * �] - �� * ����[� * �]

�� * ����[� * �] - ����� * ����[� * �]
� {�� ������[�]� �� -�}�

����������� =
������ - ��

������ + ��


�������������������

���[]

����������������������������������������������������������

�����������

����������[]

ImpedanceMethodAmplitude.nb  ���3
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Appendix G

The double Gaussian barrier potential Mathematica notebook

doubleGaussPot.nb



���������������������������������
���������
������� ����[]

������� ��������[���������]

Load the ImpedanceMethod package:

There are several ways to do this, here is a couple options: 
1) For newer versions of Mathematica you can start with Get[“dkfj and a small icon will apear to 

let you search your computers files.
2) If you know the file path use Get[“filePath”] or Needs[“filePath”], or sometimes Get[“context`”], 

Needs[“context`”] works too.
3) If you dont know the file path and the icon does not appear, try going to File -> Install -> “Type 

of Item to Install:” select Package, “Source:” select from file, and choose the appropriate file, ie 

ImpedanceMethod.m. Now use <<ImpedanceMethod` for the input

������� ���[�/�����/��������/�������/�������-������/�����������

����/���������������/������������������]

������� ���[�/�����/��������/�������/�������-������/�����������

����/���������������/���������������������������]

������� ���[�/�����/��������/�������/�������-������/�����������

����/���������������/�����������������������������]

������� ������������

������� {�������������������������������������������������������

���������������������������������������������������

��������������������������������� ����������������� ���������������

������������������� ��������������� �������� �������}

�����[���_����] �= ������{���� ��� ���� �}�

��� = ��[���[���]]�

�� = �����������@����

��� = ������@����

� = �������@��������[��� �_ /� ���[�] > ���]�

����� = ��� - � �� * ����[��[[�]]] * ��������# - � + � � /@ �����[���]� {�� �}�

���

(*�����������[����_������������_�π����_�� π]�=

����+��� ��������[�����������[����[�����[������������������[��������]�{�}]���]]]

Define all global constants:

����������������������������������������������
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������� ℏ = �����*�-���

� = ����*�-���

�� = ����*�-�� (*��������*)

� = �� / �����

���� = ����[{���*�-�� ���*�-�� ���*�-�� ���*�-�}� ����]�

�� = ������[����]�

��� = � * π * ℏ * ��*���

��� = � * π * ℏ * ������ * ����� {�� ��� ��}�

�� = ������[���]�

���� = ����[{���*�-�� ����*�-�� ���*�-�� ���*�-�� ���*�-�}� ����]�

�� = ������[����]�

Define the potential function, v[i], and put into list of data points:

��������

�[�_� �_� �_� �_] �=

��� * ���-� *

� +
����[[�]]

�

����[[�]]
�

�� + ���[[�]] * ���-� *

� -
����[[�]]

�

����[[�]]
�

���

��������� = �����[�[�� �� �� �]� {�� �� ��}� {�� �� ��}�

{�� �� ��}� {�� -�� / �� �� / �� �}]�

� = �����[�� {�� -�� / �� �� / �� �}]�

����������[���������]

�������� {�� �� �� ����}

Define the energies you would like to be evaluated:

��������� ������ = � * π * ℏ * ���� * �����[�� {�� ���� ��� ������}]�

����������[������]

��������� {������}

Optional- Plot potential function:

2 ���  doubleGaussPot.nb
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��������� = �����������������

���������@�  ���-�� ���������[[�� �� �� ���]]  � * π * ℏ * ����� {�� �� ��}�

���������� → {�����[���������� μ��� ��]� �����[���������� ������� ����� ��]}�

��������� → �����[������� �������� �������� ������ ������������ ��]�

����������� → ������μ�� ����[[�]]  ���-�� {�� �� ��}�

��������� → ���� ��������������� → ������� ��������� → ������

��������� → {���������[����]}� ����� → ����
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������[
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����/�������� ����/���������������� ���������]�
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������������ = �����������������

���������@�  ���-�� ���������[[�� �� �� ���]]  � * π * ℏ * ����� {�� �� ��}�

���������� → {�����[���������� μ��� ��]� �����[���������� ������� ����� ��]}�

��������� → �����[��������� ������ �������� ������ �������� ��]�

����������� → ���������� ���[[�]]  � * π * ℏ * ����� {�� �� ��}�

��������������� → ������� ��������� → ������

��������� → {���������[����]}� ����� → ����� ��������� → ���
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������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/������������������� ������������]�
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����������� = �����������������

���������@�  ���-�� ���������[[�� �� �� ���]]  � * π * ℏ * ����� {�� �� ��}�

���������� → {�����[���������� μ��� ��]� �����[���������� ������� ����� ��]}�

��������� → �����[������� �������� �������� ������ ������� ��]�

����������� → ������μ�� ����[[�]]  ���-�� {�� �� ��}� ��������������� → �������

��������� → ������ ��������� → {���������[����]}� ����� → ����
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������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/������������������ �����������]�

Evaluate ReflectionProbability[ ]:

�������� = {����������������� ����������������� ����������������� �����������������

����������������� ����������������� ����������������� �����������������

����������������� ����������������� ����������������� �����������������

����������������� ����������������� ����������������� �����������������

����������������� ����������������� ����������������� �����������������

����������������� ����������������� ����������������� ����������������}�

�������� = {����������������� ����������������� �����������������

����������������� ����������������� ����������������� �����������������

����������������� ����������������� ����������������� �����������������

����������������� ����������������� ����������������� �����������������

����������������� ����������������� ����������������� �����������������

����������������� ����������������� ����������������� ����������������}�
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�������� �������������� = � * π * ℏ * ���� * �����[�� {�� ������ ��� ������}]�

����������[��������������]

������������������� = �����������[���������[[�� �� �� ���]]� ��������������� �]�

����������[�������������������]

��������������� = � * π * ℏ * ���� * �����[�� {�� ��� ��� ������}]�

����������[���������������]

�������������������� = �����������[���������[[�� �� �� ���]]� ���������������� �]�

����������[��������������������]

��������������� = � * π * ℏ * ���� * �����[�� {�� ��� ��� ������}]�

����������[���������������]

�������������������� = �����������[���������[[�� �� �� ���]]� ���������������� �]�

����������[��������������������]

��������������� = � * π * ℏ * ���� * �����[�� {�� ��� ��� ������}]�

����������[���������������]

�������������������� = �����������[���������[[�� �� �� ���]]� ���������������� �]�

����������[��������������������]

��������������� = � * π * ℏ * ���� * �����[�� {�� ��� ��� ������}]�

����������[���������������]

�������������������� = �����������[���������[[�� �� �� ���]]� ���������������� �]�

����������[��������������������]

�������� {������}

�������� {��}

�������� {������}

�������� {��}

�������� {������}

�������� {��}

�������� {������}

�������� {��}

�������� {������}

�������� {���}

�������� ���������� = ����[��������������� ����������������

���������������� ���������������� ���������������]�

����������[����������]

�������� {�������}

�������� ����� = ���������������������������������������  � * π * ℏ * ���*���

��������������������  � * π * ℏ * ���*��� �������������������� 

� * π * ℏ * ���*��� ��������������������  � * π * ℏ * ���*���

��������������������  � * π * ℏ * ���*��� ���[#� - #�] < �� ��

�������� �����

�������� {�������� �������� �������� �������� ������� �������� �������� ������ ��������

�������� �������� �������� �������� �������� �������� �������� ��������

�������� �������� �������� �������� �������� �������� �������� �������}
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�������� �����������[�����]

�������� {�������� �������� �������� �������� �������� ������� �������� ��������

�������� �������� �������� �������� �������� �������� �������� ��������

�������� �������� ������� �������� �������� �������� �������� �������}

����������� = ��������[{���������@{��������� ��������}� ���������@{������ �����}}�

��������� → ������ ����������� → {{■� ��}� {▽� ��}}�

���������� → {�����[�������� ����� ��]� �����[�������� ����� ��]}� ��������� →

�����[������������ �� �����-������ ���� ��������� ��������� ��������� ��]�

����������� → ������[{������� ���������� �������� ���������� �������}�

{���� ���}]� ��������������� → ������� ��������� → ������

��������� → ���������[���������[����]]� ����� → ����]

■ ■ ■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
■
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▽▽ ▽ ▽
▽
▽
▽
▽
▽
▽
▽
▽
▽
▽
▽
▽
▽
▽
▽
▽
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������������������ = � * π * ℏ * ���� * �����[�� {�� ������ ��� ������}]�

����������[������������������]

����������������������� =

�����������[���������[[�� �� �� ���]]� ������������������� �]�

����������[�����������������������]

������������������� = � * π * ℏ * ���� * �����[�� {�� ��� ��� ������}]�

����������[�������������������]

������������������������ =

�����������[���������[[�� �� �� ���]]� �������������������� �]�

����������[������������������������]

������������������� = � * π * ℏ * ���� * �����[�� {�� ��� ��� ������}]�

����������[�������������������]

������������������������ =

�����������[���������[[�� �� �� ���]]� �������������������� �]�

����������[������������������������]

������������������� = � * π * ℏ * ���� * �����[�� {�� ��� ��� ������}]�

����������[�������������������]

������������������������ =

�����������[���������[[�� �� �� ���]]� �������������������� �]�

����������[������������������������]

������������������� = � * π * ℏ * ���� * �����[�� {�� ��� ��� ������}]�

����������[�������������������]

������������������������ =

�����������[���������[[�� �� �� ���]]� �������������������� �]�

����������[������������������������]

{������}

{�����}

{������}

{��}

{������}

{��}

{������}

{���}

{������}

{���}

����� = �������������������������������������������  � * π * ℏ * ���*���

������������������������  � * π * ℏ * ���*��� ������������������������ 

� * π * ℏ * ���*��� ������������������������  � * π * ℏ * ���*���

������������������������  � * π * ℏ * ���*��� ���[#� - #�] < �� �

{������� ������� ������� ������� ������� ������� ������� �������

������� ������� �������� �������� ������� ������� �������� ��������

�������� �������� ������� �������� ������� �������� ������� �������

������� �������� �������� �������� �������� �������� �������� �������}
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�����������[�����]

{���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� �������� �������� �������� �������

�������� �������� ������� �������� �������� �������� �������� �������� ��������

�������� ������ �������� �������� �������� �������� �������� �������� �������}

����������� = ��������[{���������@{��������� ��������}� ���������@{������ �����}}�

��������� → ������ ��������� → ���� ����������� → {{■� ��}� {▽� ��}}�

��������� → ������������ �� �����-������

���� ��������� ��������� �������� ������ �� �������]
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Compairison of eigen-values from different numerical methods, energy vs energy

������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/������������������ �����������]�
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������������ =

� * π * ℏ * ���� * ����[�����[�� {�� ���� ��� ���}]� �����[�� {�� ��� ���� ����}]�

�����[�� {�� ���� ���� ���}]� �����[�� {�� ���� ���� �����}]�

�����[�� {�� ���� ���� ���}]� �����[�� {�� ���� ���� �����}]�

�����[�� {�� ���� ���� ���}]� �����[�� {�� ���� ���� �����}]�

�����[�� {�� ���� ���� ���}]� �����[�� {�� ���� ���� �����}]�

�����[�� {�� ���� ���� ���}]� �����[�� {�� ���� ���� �����}]� �����[��

{�� ���� ���� ���}]� �����[�� {�� ���� ���� �����}]� �����[�� {�� ���� ���� ���}]�

�����[�� {�� ���� ����� �����}]� �����[�� {�� ����� ����� ���}]�

�����[�� {�� ����� ����� �����}]� �����[�� {�� ����� ����� ���}]�

�����[�� {�� ����� ����� �����}]� �����[�� {�� ����� ����� ���}]�

�����[�� {�� ����� ����� �����}]� �����[�� {�� ����� ����� ���}]�

�����[�� {�� ����� ����� �����}]� �����[�� {�� ����� ����� ���}]�

�����[�� {�� ����� ����� �����}]� �����[�� {�� ����� ����� ���}]�

�����[�� {�� ����� ����� �����}]� �����[�� {�� ����� ����� ���}]�

�����[�� {�� ����� ����� �����}]� �����[�� {�� ����� ����� ����}]�

�����[�� {�� ����� ����� ������}]� �����[�� {�� ����� ����� ����}]�

�����[�� {�� ����� ����� ������}]� �����[�� {�� ����� ����� ����}]�

�����[�� {�� ����� ����� ������}]� �����[�� {�� ����� ����� ����}]�

�����[�� {�� ����� ����� ������}]� �����[�� {�� ����� ����� ����}]�

�����[�� {�� ����� ����� ������}]� �����[�� {�� ����� ����� ����}]�

�����[�� {�� ����� ����� ������}]� �����[�� {�� ����� ����� ����}]�

�����[�� {�� ����� ����� ������}]� �����[�� {�� ����� ����� ����}]�

�����[�� {�� ����� ����� ������}]� �����[�� {�� ����� ����� ����}]�

�����[�� {�� ����� ����� ������}]� �����[�� {�� ����� ����� ���}]�

�����[�� {�� ����� ����� �����}]� �����[�� {�� ����� ��� ��}]]�

����������[������������]

��������������������� =

���������������������[���������[[�� �� �� ���]]� ������������� �]�

����������[���������������������]

��������������������� = �����������[���������[[�� �� �� ���]]� ������������� �]�

����������[���������������������]

{������}

{������}

{��}
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���������������������@������������  � * π * ℏ * ���*��� � - ����������������������

��������� → ���(*{{�����}�{-����������}}*)� ��������� → {{}� {}}�

���������� → {�����[(*�������/���*)�������� ����� ��]�

�����[������������� ������������� ��]}�

��������� → �����[(*������� ��������� �������*)��������� ������ ��������� ��]�

����������� → �������������� = ���� ���[[�]]  � * π * ℏ * ����� ��� {�� �� ��}�

��������������� → ������� ��������� → ������ ����� → ����
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30. kHz

��������������� = �������[��������[� - ���������������������� _�(# > ��� �)]]�

������������������������� =

�����������������[[���������������[[�]]]]  � * π * ℏ * ���*���

{�� ������[���������������]}�

����������[�������������������������]

{����}

����������������[�������������������������� ���[#� - #�] < �� �]

{������ ������� �������� ������ ������ ������ �������� �������� �������� ��������

�������� ���� ����� ����� ����� ����� ����� ���� ����� ����� ����� ����� �����

���� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ���� ����� ����� ����� �����

����� ����� ����� ���� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ���� �����

����� ����� ����� ����� ����� ����� ���� ����� ����� ����� ����� ����� �����

����� ���� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ���� ����� ����� �����

����� ����� ����� ����� ���� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ���}
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�������������������������������������  � * π * ℏ * ���*��� ���[#� - #�] < �� �

{������ �������� �������� �������� �������� �������� �������� ������� ��������

������ ������� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ���� ����� ����� ����� �����

����� ����� ����� ���� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ���� ����� �����

����� ����� ����� ����� ����� ���� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ���}

��������� ������� = �����[��[������������[���������[[�� �� �� ���]]� ������] ⩵ {}�

������� ������[������� �������[

��������[������� ������������[���������[[�� �� �� ���]]� ������][[�]]]]]]�

{�� �� ��}� {�� �� ��}� {�� �� ��}]�

����������[�������]

���������� =

�����[��[������������[���������[[�� �� �� ���]]� �������[[�� �� �]]] ⩵ {}�

�������[[�� �� �]]� ������[�������[[�� �� �]]�

�������[��������[�������[[�� �� �]]� ������������[���������[[�� �� �� ���]]�

�������[[�� �� �]]][[�]]]]]]� {�� �� ��}� {�� �� ��}� {�� �� ��}]�

����������[����������]

��������� {�� �� �}

��������� {�� �� �}

��������� �����[������[����������[[�� �� �]]]� {�� �� ��}� {�� �� ��}� {�� �� ��}] // ����������

���������������������
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� = ������������[]�

����������� = �������[

�����[���������������������[���������[[�� �� �� ���]]� ����������[[�� �� �]]� �]�

{�� �� ��}� {�� �� ��}� {�� �� ��}]� ���[{�����������������[�� {�� ��}]� �}� � �]]�

����������[�����������]

������������[] - �

{�� �� �}

������������
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��������� � = ������������[]�

����������� =

�������[�����[�����������[���������[[�� �� �� ���]]� ����������[[�� �� �]]� �]�

{�� �� ��}� {�� �� ��}� {�� �� ��}]� ���[{�����������������[�� {�� ��}]� �}� � �]]�

����������[�����������]

������������[] - �

��������� {�� �� �}

��������� ������������

���������������������������[[�� �� �]]  � * π * ℏ * ���*��� ���[#� - #�] < �� �

{������ ������� ������� ������� ������� ������� ������� �������� �������� ��������

�������� �������� ������� �������� �������� ������� �������� �������� ��������

�������� �������� �������� �������� �������� �������� ������� �������� �������

�������� �������� �������� �������� �������� �������� �������� �������}

������[�����������[[�� �� �]]]

����

���������� = �������[

�����[�������������������[���������[[�� �� �� ���]]� ����������[[�� �� �]]� �]�

{�� �� ��}� {�� �� ��}� {�� �� ��}]� ���[{�����������������[�� {�� ��}]� �}� � �]]�

����������[����������]

{�� �� �� ����}

Plot Reflection and Transmission behavior:

(*������=������*�����������[[�*��]]�*π*ℏ*��������������

������=������*����������������[[�*����]]�*π*ℏ*�����

{����������[������]/����}�*)

(*���[�_���������]�=

�����[{{����������[�����/��]}�{�/������}�{��/�������}�{��/���������}�

{��/���������}�{��/������}�{����������[�/�����]}}��]/��≤�≤�*)

(*���������������[�-�����������[[�����������]]������������→����������

�����→������������������→��������������→{{�����������}�{�����������}}�

����������→{{������������������������}�{��������� ����������������}}]*)

(*������������

��������������@�������*π*ℏ*����������������[[���������]]�{������}�

���������→{{�����}�{-��������}}����������→{{}�{}}�

���������→{�������� ���������������� ������������}�

���������→������� ������������

�����������→������μ� = ���������[[�]]���-��{������}*)
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�������������� = �����������������

���������@����������[[�� �� �]]  � * π * ℏ * ����� � - �����������[[�� �� �]]�

{�� �� ��}� ��������� → {{����� ����}� {�� �����}}� ��������� → {{}� {}}�

���������� → {�����[�������� ����� ��]� �����[������������� ������������� ��]}�

��������� → �����[������� ������������ ��]�

����������� → �����������μ� = ����� ����[[�]]  ���-�� ��� {�� �� ��}�

��������������� → ������� ��������� → ������ ����� → ����
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������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/��������������������� ��������������]�
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����������������� = �����������������

���������@����������[[�� �� �]]  � * π * ℏ * ���*��� � - �����������[[�� �� �]]�

{�� �� ��}� ��������� → ���(*{{�����}�{-����������}}*)�

��������� → {{}� {}}� ���������� → {�����[(*�������/���*)�������� ����� ��]�

�����[������������� ������������� ��]}�

��������� → �����[������� ��������� �������(*��������� ������ ��������*)� ��]�

����������� → �������������� = ���� ���[[�]]  � * π * ℏ * ����� ��� {�� �� ��}�

��������������� → ������� ��������� → ������ ����� → ����
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������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/������������������������ �����������������]�
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�������������� = �����������������

���������@����������[[�� �� �]]  � * π * ℏ * ����� � - �����������[[�� �� �]]�

{�� �� ��}� ��������� → {{����� ����}� {�� �����}}� ��������� → {{}� {}}�

���������� → {�����[�������� ����� ��]� �����[������������� ������������� ��]}�

��������� → �����[������� ���������� ��]�

����������� → �����������μ� = σ� ����[[�]]  ���-�� ��� {�� �� ��}�

��������������� → ������� ��������� → ������ ����� → ����
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������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/��������������������� ��������������]�
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������� =

�������������������������������������������[[�� �� �]]  � * π * ℏ * ���*���

���[#� - #�] < �� �� # ≤ �� �� ���� {�� �� ��}�

������� = �������������������������������������������[[�� �� �]] 

� * π * ℏ * ���*��� ���[#� - #�] < �� �� # ≤ �� �� ���� {�� �� ��}�

������� = �������������������������������������������[[�� �� �]] 

� * π * ℏ * ���*��� ���[#� - #�] < �� �� # ≤ �� �� ���� {�� �� ��}�

������� = �������������������������������������������[[�� �� �]] 

� * π * ℏ * ���*��� ���[#� - #�] < �� �� # ≤ �� �� ���� {�� �� ��}�

����������[�������]

����������[�������]

����������[�������]

����������[�������]

{�}

{�}

{�}

{�}

�����[������[�������[[�]]]� {�� �� �}]

�����[������[�������[[�]]]� {�� �� �}]

�����[������[�������[[�]]]� {�� �� �}]

�����[������[�������[[�]]]� {�� �� �}]

{��� ��� ��� ��}

{��� ��� ��� ��}

{���� ��� ��� ��}

{���� ��� ��� ��}

������������

���������@����������[[�� �� �]]  � * π * ℏ * ����� � - �����������[[�� �� �]]
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������� =

�������������������������������������������[[�� �� �]]  � * π * ℏ * ���*���

���[#� - #�] < �� �� # ≤ �� �� ���� {�� �� ��}�

����������[�������]

������� =

�������������������������������������������[[�� �� �]]  � * π * ℏ * ���*���

���[#� - #�] < �� �� # ≤ �� �� ���� {�� �� ��}�

����������[�������]

������� =

�������������������������������������������[[�� �� �]]  � * π * ℏ * ���*���

���[#� - #�] < �� �� # ≤ �� �� ���� {�� �� ��}�

����������[

�������]

{�}

{�}

{�}

�������� =

{��������� ��������� ���� ����� �������� �� ���μ� ��� ������� �� ���μ���

������������}� �������[[�]]  � * π * ℏ * ���*��� �������[[�]]�

�������[[�]]  � * π * ℏ * ���*��� �������[[�]]�

�������[[�]]  � * π * ℏ * ���*��� �������[[�]]�

�������[[�]]  � * π * ℏ * ���*��� �������[[�]]�

��������������� = ����[��������(*����������→{����}���������→{���-�}*)�

����� → ���� ���������� → {{���������� ����}� {����� ����}}]

�������� ��������� ���� �����

�������� �� ���μ� ��� ������� �� ���μ�

��� ���� ���� ���� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ���� �����
��� ���� ���� ���� ����� ���� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����
��� ���� ���� ����� ����� ����� ���� ����� ����� ����� ����� ����� �����
��� ���� ��� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����

������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/���������������������� ���������������]�
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����������������� = �����������������

���������@����������[[�� �� �]]  � * π * ℏ * ���*��� � - �����������[[�� �� �]]�

{�� �� ��}� ��������� → ���(*{{�����}�{-����������}}*)�

��������� → {{}� {}}� ���������� → {�����[(*�������/���*)�������� ����� ��]�

�����[������������� ������������� ��]}�

��������� → �����[������� ��������� �������(*��������� ������ ��������*)� ��]�

����������� → �������������� = ���� ���[[�]]  � * π * ℏ * ����� ��� {�� �� ��}�

��������������� → ������� ��������� → ������ ����� → ����
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������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/������������������������ �����������������]�

������������� =

{��������� ��������� ���� ����� �������� �� ���μ� ��� ������� �� ���μ���

������������}� �������[[�]]  � * π * ℏ * ���*��� �������[[�]]�

�������[[�]]  � * π * ℏ * ���*��� �������[[�]]�

doubleGaussPot.nb  ���19

����������������������������������������������

149



�������������������� = ����[�������������(*����������→{����}�

��������→{���}*)� ����� → ���� ���������� → {{���������� ����}� {����� ����}}]

�������� ��������� ���� ����� �������� �� ���μ� ��� �������
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�

�
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�������������� =

{��������� ��������� ���� ����� �������� �� ���μ� ��� ������� �� ���μ���

������������}� �������[[�]]  � * π * ℏ * ���*��� �������[[�]]�

�������[[�]]  � * π * ℏ * ���*��� �������[[�]]�

��������������������� = ����[��������������(*����������→{����}�

��������→{���}*)� ����� → ���� ���������� → {{���������� ����}� {����� ����}}]

�������� ��������� ���� ����� �������� �� ���μ� ��� ������� �� ���μ�

��� ���� ���� ���� ���
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��������� ��������������������� = � * π * ℏ * ���� * �����[�� {�� ��� ��� ������}]�

����������[���������������������]

�������������� =

��[������������[���������[[�� �� �� ���]]� ���������������������] ⩵ {}�

����������������������

������[���������������������� �������[��������[����������������������

������������[���������[[�� �� �� ���]]� ���������������������][[�]]]]]]�

����������[��������������]

����������������� = ��[������������[���������[[�� �� �� ���]]� ��������������] ⩵ {}�

��������������� ������[��������������� �������[��������[���������������

������������[���������[[�� �� �� ���]]� ��������������][[�]]]]]]�

����������[�����������������]

��������� {�������}

��������� {�������}

��������� {�������}
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��������� � = ������������[]�

������������������������� =

�����������[���������[[�� �� �� ���]]� ������������������ �]�

����������[�������������������������]

������������[] - �

��������� {����}

��������� �����������

��������� ���������� =

� * π * ℏ * ���� * ����[�����[�� {�� ��� ��� ������}]� �����[�� {�� ��� ��� �����}]]�

����������[����������]

����������� =

�����[��[������������[���������[[�� �� �� ���]]� ����������] ⩵ {}� �����������

������[����������� �������[��������[����������� ������������[���������[[�� ��

�� ���]]� ����������][[�]]]]]]� {�� �� ��}� {�� �� ��}� {�� �� ��}]�

����������[�����������]

�������������� =

�����[��[������������[���������[[�� �� �� ���]]� �����������[[�� �� �]]] ⩵ {}�

�����������[[�� �� �]]�

������[�����������[[�� �� �]]� �������[��������[�����������[[�� �� �]]�

������������[���������[[�� �� �� ���]]� �����������[[�� �� �]]][[�]]]]]]�

{�� �� ��}� {�� �� ��}� {�� �� ��}]�

����������[��������������]

��������� {�������}

��������� {�� �� �}

��������� {�� �� �}

��������� � = ������������[]�

����������������������� = �����[�����������[

���������[[�� �� �� ���]]� ��������������[[�� �� �]]� �]� {�� �� ��� �}]�

����������[�����������������������]

������������[] - �

��������� {�}

��������� �����������

��������������������������������������������������[[�]]  � * π * ℏ * ���*���

���[#� - #�] < �� �� # ≤ �� �� ���

{����� ����� ����� ���� ����� ����� ����� ����� ������ ������ ������ ������

������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ����� ������ ������ �����}
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��������� � = ������������[]�

������������������������� =

�����������[���������[[�� �� �� ���]]� ��������������[[�� �� �]]� �]�

����������[�������������������������]

��������������������� = �����[�����������[

���������[[�� �� �� ���]]� ��������������[[�� �� �]]� �]� {�� �� ��� �}]�

����������[���������������������]

������������[] - �

��������� {����}

��������� {�}

��������� �����������

������������ =

���������������������@�  ���-�� ���������[[�� �� �� ���]]  � * π * ℏ * �����

���������@�  ���-�� ���������[[�� �� �� ���]]  � * π * ℏ * �����

(*���������@����-�����������[[���������]]�*π*ℏ*�����*)

���������@�  ���-�� ���������[[�� �� �� ���]]  � * π * ℏ * �����

���������� → {�����[���������� μ��� ��]� �����[���������� ������� ����� ��]}�

��������� → �����[������� �������� ������� ���������� σ=���μ�� ���=������� ��]�

����������� →  �μ�� ����[[�]]  ���-�� �μ�� ����[[�]]  ���-��

(*�=���������[[�]]���-��*)�μ�� ����[[�]]  ���-�� ��������������� → �������

��������� → ������ ��������� → {���������[����]}� ����� → ����
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Double Gaussian Barrier Potential; σ=1.0μm, u02=30kHz
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������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/������������������� ������������]�
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���������������[[�]][[��]]

�����

������������������ = ������������

���������@����������[[�� �� �]]  � * π * ℏ * ���*��� � - �����������[[�� �� �]]�

(*���������@����������[[�����]]�*π*ℏ*���*����-�����������[[�����]]�

���������@����������[[�����]]�*π*ℏ*���*����-�����������[[�����]]*)�

��������� → ���(*{{�����}�{-����������}}*)� ��������� → {{}� {}}�

���������� → {�����[(*�������/���*)�������� ����� ��]�

�����[������������� ������������� ��]}�

��������� → �����[������������� ��������� σ=���μ�� ����=���μ�� ���=������� ��]�

��������������� → ������� ��������� → ������ ����� → �����

��������� → ���������[����� ���������[����]]� ������ →

{���������[{������ ����� ������}]� �����[����[{{���������������[[�]][[�]]� �}�

{���������������[[�]][[�]]� �}}]� {�� �� ��}]}
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Transmission spectrum; σ=1.0μm, xsep=2.5μm, u02=30kHz

������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/������������������������� ������������������]�
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������������������ = ������������

���������@����������[[�� �� �]]  � * π * ℏ * ���*��� � - �����������[[�� �� �]]

(*����������@����������[[�����]]�*π*ℏ*���*����-�����������[[�����]]*)�

��������� → ���(*{{�����}�{-����������}}*)� ��������� → {{}� {}}�

���������� → {�����[(*�������/���*)�������� ����� ��]�

�����[������������� ������������� ��]}�

��������� → �����[������������� ��������� σ=���μ�� ����=���μ�� ���=������� ��]�

(*�����������→ �=���������[[�]]���-�(*� �=���������[[�]]���-�*)�*)

��������������� → ������� ��������� → ������ ����� → �����

��������� → ���������[������� ���������[����]]�

������ → {���������[{������ ����� ������}]�

�����[����[{{���������������[[�]][[�]]� �}� {���������������[[�]][[�]]� �}}]�

{�� �� ������[���������������[[�]]]}]}

0 10 20 30 40

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Energy, kHz

T
ra
ns
m
is
si
on
P
ro
ba
bi
lit
y

Transmission spectrum; σ=1.0μm, xsep=4.8μm, u02=30kHz

������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/������������������������� ������������������]�
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������������������ = ������������

���������@����������[[�� �� �]]  � * π * ℏ * ���*��� � - �����������[[�� �� �]]�

��������� → ���(*{{�����}�{-����������}}*)� ��������� → {{}� {}}�

���������� → {�����[(*�������/���*)�������� ����� ��]�

�����[������������� ������������� ��]}�

��������� → �����[������������� ��������� σ=���μ�� ����=���μ�� ���=������� ��]�

��������������� → ������� ��������� → ������ ����� → �����

��������� → ���������[������ ���������[����]]�

������ → {���������[{������ ����� ������}]�

�����[����[{{���������������[[�]][[�]]� �}� {���������������[[�]][[�]]� �}}]�

{�� �� ������[���������������[[�]]]}]}
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������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/������������������������� ������������������]�
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��������� ��������������� =

��������������������������������������[[�� �� �]]  � * π * ℏ * ���*���

���[#� - #�] < �� �� # ≤ �� �� ����

������������������������������������������������[[�]]  � * π * ℏ * ���*���

���[#� - #�] < �� �� # ≤ �� �� ����

������������������������������������������������[[�]]  � * π * ℏ * ���*���

���[#� - #�] < �� �� # ≤ �� �� ���

����������[���������������]

������[���������������[[�]]]

������[���������������[[�]]]

������[���������������[[�]]]

������������������� = {����[�����������[���������������[[�]]]� {�}]�

����[�����������[���������������[[�]]]� {�}]�

����[�����������[���������������[[�]]]� {�}]}

�����[����������[�������������������[[�]]]� {�� �� �}]

��������� {{����� ����� ����� ������ ������ ������ ������ ������ ������

������ ����� ������ �����}� {����� ����� ����� ����� ����� ����� �����

����� ����� ����� ����� ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������

������ ������ ����� ������ ������ ������ ������ ������ ������ �����}�

{����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����

����� ������ ������ ������ ������ ������ ����� ������ ������ ������ ������

������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ �����}}

��������� {�}

��������� ��

��������� ��

��������� ��

��������� {{����� ����� ����� ����� ����� ����� ���� ���� ����� ����� ����� ����� �}�

{���� ����� ����� ����� ���� ����� ����� ����� ���� ����� ����� ���� ����� �����

����� ���� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �}�

{����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����

����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ���� ����

����� ����� ����� ����� ����� ���� ����� ����� ����� ����� ����� �}}

��������� {{��}� {��}� {��}}

��������� ������������������������ =

����[{{������-�������� ��� � ������ �������� ������� �� σ=���μ�� ����=���μ���

������������}� ����[{�������}� ���������������[[�]]]�

����[{�Δ�� ��}� �����[�����������[���������������[[�]]]� ���]]}�

����� → ���� ���������� → {{���������� ����}� {����� ����}}]

���������

�����-�������� ��� � ������ �������� ������� �� σ=���μ�� ����=���μ�

���

�

�

���� ���� ���� ���

��

���
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���
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Δ ���� ���� ���� ���� ���� ���� ��� ��� ���� ���� ���� ����
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��������� ������[�/�����/��������/�������/�������-������/�����������

����/���������������/������ ����/��������

����/������������������������������� ������������������������]�

��������� ������������������������ =

����[{{������-�������� ��� � ������ �������� ������� �� σ=���μ�� ����=���μ���

������������}� ����[{�������}� ���������������[[�]]]�

����[{�Δ�� ��}� �����[�����������[���������������[[�]]]� ���]]}�

����� → ���� ���������� → {{������������ ����}� {����� ����}}� �������� → ����]

���������

�����-�������� ��� � ������ ��������
����� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����� ����� �����

Δ ��� ���� ���� ���� ��� ���� ���� ���� ��� ���� ���� ��� ����

��������� ������[�/�����/��������/�������/�������-������/�����������

����/���������������/������ ����/��������

����/������������������������������� ������������������������]�

��������� ������������������������ =

����[{{������-�������� ��� � ������ �������� ������� �� σ=���μ�� ����=���μ���

������������}� ����[{�������}� ���������������[[�]]]�

����[{�Δ�� ��}� �����[�����������[���������������[[�]]]� ���]]}�

����� → ���� ���������� → {{����������� ����}� {����� ����}}� �������� → ����]

���������

�����-��������
����� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� �����

Δ ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

��������� ������[�/�����/��������/�������/�������-������/�����������

����/���������������/������ ����/��������

����/������������������������������� ������������������������]�

doubleGaussPot.nb  ���27

����������������������������������������������

157



������������ =

���������������������@�  ���-�� ���������[[�� �� �� ���]]  � * π * ℏ * �����

���������@�  ���-�� ���������[[�� �� �� ���]]  � * π * ℏ * �����

���������� → {�����[���������� μ��� ��]� �����[���������� ������� ����� ��]}�

��������� → �����[

������� �������� ������� ���������� σ=���μ�� ���=������(*� ����=��� μ�*)� ��]�

����������� →  �μ�� ����[[�]]  ���-�� �μ�� ����[[�]]  ���-��

��������������� → ������� ��������� → ������

��������� → {���������[����]}� ����� → ����
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Double Gaussian Barrier Potential; σ=1.6μm, u02=30kHz
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������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/������������������� ������������]�
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������������������ = ������������

���������@����������[[�� �� �]]  � * π * ℏ * ���*��� � - �����������[[�� �� �]]�

��������� → ���(*{{�����}�{-����������}}*)� ��������� → {{}� {}}�

���������� → {�����[(*�������/���*)�������� ����� ��]�

�����[������������� ������������� ��]}�

��������� → �����[������������� ��������� σ=���μ�� ����=���μ�� ���=������� ��]

(*������������→ �=���������[[�]]���-�*)� ��������������� → �������

��������� → ������ ����� → ����� ��������� → ���������[����� ���������[����]]�

������ → {���������[{������ ����� ������}]�

�����[����[{{���������������[[�]][[�]]� �}� {���������������[[�]][[�]]� �}}]�

{�� �� ������[���������������[[�]]]}]}
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Transmission spectrum; σ=1.6μm, xsep=4.8μm, u02=30kHz

������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/������������������������� ������������������]�
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������������������ = ������������

���������@����������[[�� �� �]]  � * π * ℏ * ���*��� � - �����������[[�� �� �]]�

��������� → ���(*{{�����}�{-����������}}*)� ��������� → {{}� {}}�

���������� → {�����[(*�������/���*)�������� ����� ��]�

�����[������������� ������������� ��]}�

��������� → �����[������������� ��������� σ=���μ�� ����=���μ�� ���=������� ��]�

��������������� → ������� ��������� → ������ ����� → �����

��������� → ���������[������� ���������[����]]�

������ → {���������[{������ ����� ������}]�

�����[����[{{���������������[[�]][[�]]� �}� {���������������[[�]][[�]]� �}}]�

{�� �� ������[���������������[[�]]]}]}
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Transmission spectrum; σ=1.6μm, xsep=5.8μm, u02=30kHz

������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/������������������������� ������������������]�
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��������� ��������������� =

��������������������������������������[[�� �� �]]  � * π * ℏ * ���*���

���[#� - #�] < �� �� # ≤ �� �� ����

����������������������������������������������������  � * π * ℏ * ���*���

���[#� - #�] < �� �� # ≤ �� �� ���

����������[���������������]

������[���������������[[�]]]

������[���������������[[�]]]

��������������� = {����[�����������[���������������[[�]]]� {�}]�

����[�����������[���������������[[�]]]� {�}]}

��������� {{����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ������

������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������

������ ������ ������ ������ ������ ������ ���� ������ �����}�

{����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ������

������ ����� ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������

������ ����� ������ ������ ����� ������ ������ ������ ������ ������ �����}}

��������� {�}

��������� ��

��������� ��

��������� {{����� ���� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ���� ����� ���� ���� ����

����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �}�

{����� ���� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����

����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����

����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �}}

��������� ������������������������ =

����[{{������-�������� ��� � ������ �������� ������� �� σ=���μ�� ����=���μ���

������������}� ����[{�������}� ���������������[[�]]]�

����[{�Δ�� ��}� �����[�����������[���������������[[�]]]� ���]]}�

����� → ���� ���������� → {{���������� ����}� {����� ����}}� �������� → ���]

���������

�����-�������� ��� � ������

����� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����� ����� ����� �����

Δ ���� ��� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ��� ����

��������� ������[�/�����/��������/�������/�������-������/�����������

����/���������������/������ ����/��������

����/������������������������������� ������������������������]�

��������� ������������������������ =

����[{{������-�������� ��� � ������ �������� ������� �� σ=���μ�� ����=���μ���

������������}� ����[{�������}� ���������������[[�]]]�

����[{�Δ�� ��}� �����[�����������[���������������[[�]]]� ���]]}�

����� → ���� ���������� → {{������������ ����}� {����� ����}}� �������� → ���]

���������

�����-��������

����� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� �����

Δ ���� ��� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
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��������� ������[�/�����/��������/�������/�������-������/�����������

����/���������������/������ ����/��������

����/������������������������������� ������������������������]�

���������������� =

���������������������@�  ���-�� ���������[[�� �� �� ���]]  � * π * ℏ * �����

���������@�  ���-�� ���������[[�� �� �� ���]]  � * π * ℏ * ����

(*����������@����-�����������[[���������]]�*π*ℏ*�����

���������@����-�����������[[���������]]�*π*ℏ*����*)�

���������� → {�����[���������� μ��� ��]� �����[���������� ������� ����� ��]}�

��������� → �����[������� �������� ������� ���������� σ=���μ�� ����=���μ��� ��]�

����������� →  ����� ���[[�]]  � * π * ℏ * ����� ����� ���[[�]]  � * π * ℏ * �����

��������������� → ������� ��������� → ������

��������� → {���������[����]}� ����� → ����
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31. kHz

33. kHz

������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/����������������������� ����������������]�
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������������������ = ������������

���������@����������[[�� �� �]]  � * π * ℏ * ���*��� � - �����������[[�� �� �]]�

��������� → ���(*{{�����}�{-����������}}*)� ��������� → {{}� {}}�

���������� → {�����[(*�������/���*)�������� ����� ��]�

�����[������������� ������������� ��]}�

��������� → �����[������������� ��������� σ=���μ�� ����=���μ�� ���=������� ��]�

��������������� → ������� ��������� → ������ ����� → �����

��������� → ���������[����� ���������[����]]�

������ → {���������[{������ ����� ������}]� �����[

����[{{�����������������[[�]][[�]]� �}� {�����������������[[�]][[�]]� �}}]�

{�� �� ������[�����������������[[�]]]}]}
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������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/������������������������� ������������������]�
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������������������ = ������������

���������@����������[[�� �� �]]  � * π * ℏ * ���*��� � - �����������[[�� �� �]]�

��������� → ���(*{{�����}�{-����������}}*)� ��������� → {{}� {}}�

���������� → {�����[(*�������/���*)�������� ����� ��]�

�����[������������� ������������� ��]}�

��������� → �����[������������� ��������� σ=���μ�� ����=���μ�� ���=���� ��]�

��������������� → ������� ��������� → ������ ����� → �����

��������� → ���������[������� ���������[����]]�

������ → {���������[{������ ����� ������}]� �����[

����[{{�����������������[[�]][[�]]� �}� {�����������������[[�]][[�]]� �}}]�

{�� �� ������[�����������������[[�]]]}]}
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������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/������������������������� ������������������]�
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��������� ����������������� =

����������������������������������������������������  � * π * ℏ * ���*���

���[#� - #�] < �� �� # ≤ �� �� ����

��������������������������������������������������[[�]]  � * π * ℏ * ���*���

���[#� - #�] < �� �� # ≤ �� �� ���

����������[�����������������]

������[�����������������[[�]]]

������[�����������������[[�]]]

����������������� = {����[�����������[�����������������[[�]]]� {�}]�

����[�����������[�����������������[[�]]]� {�}]}

��������� {{����� ����� ����� ���� ����� ����� ����� ����� ������

������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������

������ ������ ������ ������ ������ ����� ������ ������ �����}�

{���� ���� ���� ���� ���� ���� ����� ����� ����� ���� ����� ������

������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������

����� ������ ������ ������ ������ ������ ������ �����}}

��������� {�}

��������� ��

��������� ��

��������� {{����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ���� ����� ����� ����� �����

����� ���� ����� ����� ����� ����� ���� ����� ���� ����� ����� ����� ����� �}�

{���� ���� ���� ���� ���� ����� ����� ����� ����� ����� ���� ����� ����� �����

����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �}}
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��������� ���������� = ��������[{���������@{���������������[[�]]� �������������������[[�]]}�

���������@{���������������[[�]]� �������������������[[�]]}�

���������@{���������������[[�]]� �������������������[[�]]}�

���������@{���������������[[�]]� ���������������[[�]]}�

���������@{���������������[[�]]� ���������������[[�]]}�

���������@{�����������������[[�]]� �����������������[[�]]}�

���������@{�����������������[[�]][[� �� ��]]�

�����������������[[�]][[� �� ��]]}}� ��������� → ����

���������� → {�����[�������������� ��]� �����[������������ ��������� ��]}�

��������� → �����[������������ ������� �� ��������������� ��]�

��������������� → ������� ��������� → ������ ����� → �����

����������� → {����=������ σ=���μ�� ����=���μ���

����=������ σ=���μ�� ����=���μ��� ����=������ σ=���μ�� ����=���μ���

����=������ σ=���μ�� ����=���μ��� ����=������ σ=���μ�� ����=���μ���

����=������ σ=���μ�� ����=���μ��� ����=������ σ=���μ�� ����=���μ��}�

����������� → {{●� ��}� {◆� ��}� {▮� ��}� {○� ��}� {▮� ��}� {△� ��}� {□� ��}}]

���������

● ● ● ● ● ● ●
●

●

●

●
●

●

◆
◆
◆◆

◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆ ◆
◆ ◆

◆

▮▮
▮▮

▮▮
▮▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮

▮

▮

○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○ ○
○

○ ○
○

○

▮▮
▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮ ▮

▮ ▮
▮

▮

△ △ △ △ △ △ △ △ △ △ △ △ △ △ △ △ △ △ △ △ △ △
△

△
△ △

△

□ □ □ □ □ □ □ □ □ □ □ □ □ □ □ □ □ □ □ □
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● u02=30

◆ u02=30

▮ u02=30

○ u02=30

▮ u02=30

△ u02=31

□ u02=33

��������� ������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/����������������� ����������]�

��������� ������������������������ =

����[{{������-�������� ��� � ������ �������� ������� �� σ=���μ�� ����=���μ���

������������}� ����[{�������}� �����������������[[�]]]�

����[{�Δ�� ��}� �����[�����������[�����������������[[�]]]� ���]]}�

����� → ���� ���������� → {{���������� ����}� {����� ����}}� �������� → ���]

���������

�����-�������� ��� � ������

����� ���� ���� ���� ��� ���� ���� ���� ���� ����� ����� ����� �����

Δ ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ��� ���� ����
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��������� ������[�/�����/��������/�������/�������-������/�����������

����/���������������/������ ����/��������

����/������������������������������� ������������������������]�

��������� ������������������������ =

����[{{������-�������� ��� � ������ �������� ������� �� σ=���μ�� ����=���μ���

������������}� ����[{�������}� �����������������[[�]][[� �� ��]]]�

����[{�Δ�� ��}� �����[�����������[�����������������[[�]][[� �� ��]]]� ���]]}�

����� → ���� ���������� → {{������������ ����}� {����� ����}}� �������� → ���]

���������

�����-�������� ��� � ������ �������� �������

����� ��� ���� ���� ���� ��� ���� ����� ����� ����� ����� ����� �����

Δ ���� ���� ���� ���� ���� ��� ���� ���� ���� ���� ����

��������� ������[�/�����/��������/�������/�������-������/�����������

����/���������������/������ ����/��������

����/������������������������������� ������������������������]�

�������������
������������������������

���������������[[�]]

�����-�������� ��� � ������ ��������

����� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����� ����� ����� ����� �����

{����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ������

������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������

������ ������ ������ ������ ������ ������ ���� ������ �����}
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���������������������� =

� * π * ℏ * ���*�� * ����[�����[�� {�� ��� ���� ��}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ���� ��}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ���� ��}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ���� ��}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ���� ��}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ���� ��}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]� �����[��

{�� ���� ���� ��}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]� �����[�� {�� ���� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ��}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ��}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ��}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ��}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ��}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ��}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ��}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ���}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ���}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ����}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ������}]� �����[�� {�� ����� ����� ����}]�

�����[�� {�� ����� ����� ��������}]� �����[�� {�� ����� ����� ����}]�

�����[�� {�� ����� ����� �������}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ������}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� �����}]� �����[�� {�� ����� ����� ���}]]�

����������[����������������������]

{�������}

��������������������� =

���������������������[���������[[�� �� �� ���]]� ����������������������� �]�

����������[���������������������]

{�������}
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Transmission spectrum; σ=1.6μm, xsep=4.8μm
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��������������� = ������������

���������@����������������������  � * π * ℏ * ���*��� � - ����������������������

��������� → ���(*{{�����}�{-����������}}*)� ��������� → {{}� {}}�

���������� → {�����[(*�������/���*)�������� ����� ��]�

�����[������������� ������������� ��]}�

��������� → �����[������������� ��������� σ=���μ�� ����=���μ�� ���=������� ��]�

��������������� → ������� ��������� → ������ ����� → �����

��������� → ���������[���� ���������[����]]�

������ → {���������[{������ ����� ������}]�

�����[����[{{���������������[[�]][[�]]� �}� {���������������[[�]][[�]]� �}}]�

{�� �� ������[���������������[[�]]]}]}
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Transmission spectrum; σ=1.6μm, xsep=4.8μm, u02=30kHz
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���������������������� = ����[���������������� ������������������]
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Transmission spectrum; σ=1.6μm, xsep=4.8μm, u02=30kHz

������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/����������������������������� ����������������������]�

������������������������

�����������������[[�]][[�� �� ��]]

�����-�������� ��� � ������ �������� �������

����� ���� ���� ���� ���� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� �����

{����� ����� ����� ����� ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������

������ ������ ����� ������ ������ ������ ������ ������ ������ �����}
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���������������������� =

� * π * ℏ * ���*�� * ����[�����[�� {�� ��� ���� ��}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ���� ��}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]� �����[��

{�� ���� ���� ��}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ����� ��}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ��}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ��}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ��}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ��}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ��}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ��}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ��}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ��}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ��}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ���}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ����}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� �����}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ������}]� �����[�� {�� ����� ����� ���}]�

�����[�� {�� ����� ����� �������}]� �����[�� {�� ����� ����� ���}]�

�����[�� {�� ����� ����� �������}]� �����[�� {�� ����� ����� ���}]�

�����[�� {�� ����� ����� �������}]� �����[�� {�� ����� ����� ���}]�

�����[�� {�� ����� ����� ������}]� �����[�� {�� ����� ����� ���}]]�

����������[����������������������]

{�������}

��������������������� =

���������������������[���������[[�� �� �� ���]]� ����������������������� �]�

����������[���������������������]

{�������}
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��������������� = ������������

���������@����������������������  � * π * ℏ * ���*��� � - ����������������������

��������� → ���(*{{�����}�{-����������}}*)� ��������� → {{}� {}}�

���������� → {�����[(*�������/���*)�������� ����� ��]�

�����[������������� ������������� ��]}�

��������� → �����[������������� ��������� σ=���μ�� ����=���μ�� ���=������� ��]�

��������������� → ������� ��������� → ������ ����� → �����

��������� → ���������[������� ���������[����]]
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33. =u

������������������������

���������������[[�]]

�����-��������

����� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����� �����

{����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ������

������ ����� ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������ ������

������ ����� ������ ������ ����� ������ ������ ������ ������ ������ �����}
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���������������������� =

� * π * ℏ * ���*�� * ����[�����[�� {�� ��� ��� ���}]� �����[�� {�� ��� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ���� ��}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ���� ��}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ���� ��}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ���� ��}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ���� ��}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ���� ��}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ���� ��}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ���� ��}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]� �����[��

{�� ���� ���� ��}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]� �����[�� {�� ���� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ��}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ��}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ��}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ��}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ��}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ��}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ��}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ��}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ��}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ��}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ��}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ��}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ��}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� �����}]� �����[�� {�� ����� ����� ������}]�

�����[�� {�� ����� ����� �������}]� �����[�� {�� ����� ����� ������}]�

�����[�� {�� ����� ����� �������}]� �����[�� {�� ����� ����� �����}]�

�����[�� {�� ����� ����� �������}]� �����[�� {�� ����� ����� ����}]�

�����[�� {�� ����� ����� �������}]� �����[�� {�� ����� ����� ����}]�

�����[�� {�� ����� ����� �������}]� �����[�� {�� ����� ����� ����}]]�

����������[����������������������]

{�������}

��������������������� =

���������������������[���������[[�� �� �� ���]]� ����������������������� �]�

����������[���������������������]

{�������}
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��������������� = ������������

���������@����������������������  � * π * ℏ * ���*��� � - ����������������������

��������� → ���(*{{�����}�{-����������}}*)� ��������� → {{}� {}}�

���������� → {�����[(*�������/���*)�������� ����� ��]�

�����[������������� ������������� ��]}�

��������� → �����[������������� ��������� σ=���μ�� ����=���μ�� ���=������� ��]�

��������������� → ������� ��������� → ������ ����� → �����

��������� → ���������[������� ���������[����]]�

������ → {���������[{������ ����� ������}]�

�����[����[{{���������������[[�]][[�]]� �}� {���������������[[�]][[�]]� �}}]�

{�� �� ������[���������������[[�]]]}]}

0 5 10 15 20 25 30 35

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

Energy, kHz

T
ra
ns
m
is
si
on
P
ro
ba
bi
lit
y

Transmission spectrum; σ=1.6μm, xsep=5.8μm, u02=30kHz

48 ���  doubleGaussPot.nb

����������������������������������������������

178



���������������������� = ����[���������������� ������������������]
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������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/����������������������������� ����������������������]�

������������������������

���������������[[�]]

�����-�������� ��� � ������ �������� �������
����� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����� ����� ����� ����� ����� �����

{����� ����� ����� ����� ����� ����� ����� ������ ������ ������ ������ ������ ������

������ ������ ������ ����� ������ ������ ������ ������ ������ ������ �����}
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���������������������� =

� * π * ℏ * ���*�� * ����[�����[�� {�� ��� ���� ��}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ���� ��}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ���� ��}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ���� ��}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ���� ��}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]� �����[��

{�� ���� ���� ��}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]� �����[�� {�� ���� ���� ��}]�

�����[�� {�� ���� ����� ��}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ��}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ��}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ��}]� �����[�� {�� ����� ����� ��}]�

�����[�� {�� ����� ����� ��}]� �����[�� {�� ����� ����� ���}]�

�����[�� {�� ����� ����� ����}]� �����[�� {�� ����� ����� ���}]�

�����[�� {�� ����� ����� ����}]� �����[�� {�� ����� ����� ����}]�

�����[�� {�� ����� ����� �������}]� �����[�� {�� ����� ����� ����}]�

�����[�� {�� ����� ����� �������}]� �����[�� {�� ����� ����� ����}]�

�����[�� {�� ����� ����� �������}]� �����[�� {�� ����� ����� ����}]�

�����[�� {�� ����� ����� �������}]� �����[�� {�� ����� ����� ����}]�

�����[�� {�� ����� ����� �������}]� �����[�� {�� ����� ����� ����}]�

�����[�� {�� ����� ����� ������}]� �����[�� {�� ����� ����� ����}]�

�����[�� {�� ����� ����� ������}]� �����[�� {�� ����� ����� ���}]�

�����[�� {�� ����� ����� �����}]� �����[�� {�� ����� ����� ���}]�

�����[�� {�� ����� ����� �����}]� �����[�� {�� ����� ��� ����}]]�

����������[����������������������]

{�������}

��������������������� =

���������������������[���������[[�� �� �� ���]]� ����������������������� �]�

����������[���������������������]

{�������}
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��������������� = ������������

���������@����������������������  � * π * ℏ * ���*��� � - ����������������������

��������� → ���(*{{�����}�{-����������}}*)� ��������� → {{}� {}}�

���������� → {�����[(*�������/���*)�������� ����� ��]�

�����[������������� ������������� ��]}�

��������� → �����[������������� ��������� σ=���μ�� ����=���μ�� ���=������� ��]�

��������������� → ������� ��������� → ������ ����� → �����

��������� → ���������[������� ���������[����]]�

������ → {���������[{������ ����� ������}]�

�����[����[{{���������������[[�]][[�]]� �}� {���������������[[�]][[�]]� �}}]�

{�� �� ������[���������������[[�]]]}]}
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���������������������� = ����[���������������� ������������������]
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������[

�/�����/��������/�������/�������-������/����������� ����/���������������/������

����/�������� ����/����������������������������� ����������������������]�

��������������������������������������using the double rectangular coefficents

�������� �����

�������� {�������� �������� �������� �������� ������� �������� �������� ������ ��������

�������� �������� �������� �������� �������� �������� �������� ��������

�������� �������� �������� �������� �������� �������� �������� �������}

��������� ������� = ���������������������[���������[[�� �� �� ���]]� ���������������� �]�

����������[�������]

��������� {������}

��������� ���������������� = �������[��������[� - �������� _�(# >= ������� �)]]�

�����[� - �������[[����������������[[�]]]]� {�� ������[����������������]}]

��������� {��������� ��� ��� ��������}

��������� ���������������[[����������������[[�]]]]  � * π * ℏ * ����

��������� �������
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��������� ��������� = ������������������������[[�� �� �� ���]]  � * π * ℏ * �����

_�# >= ���������������[[����������������[[�]]]]  � * π * ℏ * ���� ��

����������[���������]

������������ =

�����[���������[[�� �� �� ���������[[�]]]]� {�� ������[���������]}]  � * π * ℏ * ����

��������� {��}

��������� {�������� �������� �������� �������� �������� �������� �������� ��������

�������� �������� �������� �������� ���� �������� �������� �������� ��������

�������� �������� �������� �������� �������� �������� �������� ��������

�������� �������� �������� �������� �������� �������� �������� ��������

�������� �������� �������� �������� ���� �������� �������� �������� ��������

�������� �������� �������� �������� �������� �������� �������� �������}

��������� ���������[[�]]

���������[[��]]

���������[[��]]

���������[[��]]

��������� ���

��������� ���

��������� ���

��������� ���

��������� � = ����*�-���

�[���_] �= ����� * � * ���  ℏ���

κ�[�_� ���_] �= ����� * � * ���������[[�� �� �� �]] - ���  ℏ���

κ�[�_� ���_] �= ����� * � * ���������[[�� �� �� �]] - ���  ℏ���

�� = ���[�[[���]]] - ���[�[[���]]]�

�� = ���[�[[���]] - �[[���]]] + ���

Δ = �� - ���

��������� �[�_� ���_� ����_] �= ���[-κ�[�� ���] * ��] *
�

�
*

���� * ���[ⅈ * �[���] * ��] *
ⅈ * �[���]

κ�[�� ���]
+ � - ���[-ⅈ * �[���] * ��] *

ⅈ * �[���]

κ�[�� ���]
- �

��[�_� ���_� ����_] �= ���[κ�[�� ���] * ��] *
�

�
*

���[-ⅈ * �[���] * ��] * � +
ⅈ * �[���]

κ�[�� ���]
+ ���� * ���[ⅈ * �[���] * ��] * � -

ⅈ * �[���]

κ�[�� ���]

��������� ����[�_� ���_� ����_] �= ��[���[ⅈ * �[���] * �[[�]]] + ���� * ���[-ⅈ * �[���] * �[[�]]]]

��������� �����[�_� ���_� ����_] �= ��[�[�� ���� ����] * ���[-κ�[�� ���] * �[[�]]] +

��[�� ���� ����] * ���[κ�[�� ���] * �[[�]]]]
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�[�_� ���_� ����_] �=

�

�
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κ�[���]
-

κ�[���]

ⅈ * �[���]
*
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+
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�
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+
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-
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����[����_] �= ����[� - ���[����]��]

��[���_� ����_] �= ����[� - ���[����]��] * ���[ⅈ * �[���] * �� + κ�[���] * ��]

��[���_� ����_] �=

�

�
* ���[κ�[���] * ��] * �[���� ����] * ���[ⅈ * �[���] * ��] * � -

ⅈ * �[���]

κ�[���]
+

�[���� ����] * ���[-ⅈ * ��] * � +
ⅈ * �[���]

κ�[���]

���[���_� ����_] �=
�

�
* ���[-κ�[���] * ��] *

�[���� ����] * ���[ⅈ * �[���] * ��] *
ⅈ * �[���]

κ�[���]
+ � +

�[���� ����] * ���[-ⅈ * ��] * � -
ⅈ * �[���]

κ�[���]

�����[�_� ���_� ����_] �=

��[��[���� ����] * ���[-κ�[���] * �[[�]]](*+���[��������]*���[κ�[���]*�[[�]]]*)]

(*��[��������]*���[-κ�[���]*�[[�]]]]*)

����[�_� ���_� ����_] �= ��[����[����] * ���[ⅈ * �[���] * �[[�]]]]

ψ� = �������@�����[����[�� ����������[[�� ������]]� ����]� {�� �� ���}]�

ψ�� = �������@�����[�����[�� ����������[[�� ������]]� ����] * �� {�� ���� ���}]�

ψ��� = �������@�����[������[�� ����������[[�� ������]]� ����] * �� {�� ���� ����}]�

ψ�� = �������@�����[�����[�� ����������[[�� ������]]� ����] * �� {�� ����� ����}]�

ψ� = �������@�����[����[�� ����������[[�� ������]]� ����]� {�� ����� ������[�]}]�

Ψ = ����������[[�� ������]]  � * π * ℏ * ���*�� + ����[ψ�� ψ��� ψ���� ψ��� ψ�]�

����������[Ψ]

������������ = �����������������@�  ���-�� Ψ�

���������@�  ���-�� ���������[[�� ���]]  � * π * ℏ * �����

������ → ����� ��������� → {{-�� �}� {-���� ��}}� ����� → ����� ���������� →

{{�����[���������� ������ ��������� ����� ��]� �����[�������������� Ψ(�)�� ��]}�

{�����[���������� μ��� ��]� ����}}� ��������� →
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Appendix H

Eigenenergy tables for the double Gaussian barrier potential
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Table H.1: Table of the resonant energies for a double Gaussian barrier potential defined by σ = 1.0µm, xsep = 2.5µm, and u02 = 30kHz,

and the difference between the resonant energies to order 100. Notice that the first resonant energy seen in the transmission spectrum is

about E ≈ 23.74kHz, but there are eight resonant energies not shown in the spectrum. This will allow us to optimize the energy density

such that we can see more of the resonant energies in the spectrum. The spacing between the resonant energies decreased and became

more uniform as the resonant energy increased.

Table H.2: Table of the resonant energies for a double Gaussian barrier potential defined by σ = 1.0µm, xsep = 4.8µm, and u02 = 30kHz,

and the difference between the resonant energies to order 100.

Table H.3: Table of the resonant energies for a double Gaussian barrier potential defined by σ = 1.0µm, xsep = 5.8µm, and u02 = 30kHz,

and the difference between the resonant energies to order 100. It is clear that again the number of allowed resonant energies has increased.
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Table H.4: Table of the resonant energies for a double Gaussian barrier potential defined by σ = 1.6µm, xsep = 4.8µm, and u02 = 30kHz,

and the difference between the resonant energies to order 100.

Table H.5: Table of the resonant energies for a double Gaussian barrier potential defined by σ = 1.6µm, xsep = 5.8µm, and u02 = 30kHz,

and the difference between the resonant energies to order 100.

Table H.6: Table of the resonant energies for a double Gaussian barrier potential defined by σ = 1.6µm, xsep = 4.8µm, and u02 = 31kHz,

and the difference between the resonant energies to order 100. Notice that the resonant energies match within an order of 10−1 with those

in Fig. 5.12, but the transmission is no longer unity for those of similar resonance.
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Table H.7: Table of the resonant energies for a double Gaussian barrier potential defined by σ = 1.6µm, xsep = 4.8µm, and u02 = 33kHz,

and the difference between the resonant energies to order 100. Notice that the lower resonances are within an order of 10−1 of the resonant

energies of the symmetric double Gaussian barrier potential. The asymmetric double Gaussian barrier has resonances that do not achieve

full transmission unlike its symmetric counter part.
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Figure H.1: Overall trends of the resonant energies for each double Gaussian barrier potential transmission spectrum studied thus far.

The resonant energy spacing of the harmonic like potentials (blue solid circle, red open circle, orange open triangle, light blue open

square) are, in general, more uniform in the spacing of the lower resonant energies. The non-harmonic potentials (orange solid diamond,

green rectangle, purple rectangle) have resonant energy spacings closer together for the lower resonances and further apart for the higher

resonances. For the potentials with only a difference in height of the second barrier (red open circle, orange open triangle, light blue

open square) the trend shows that the lower resonant energies are similar in value and in spacing and while the energy is increased the

differences between the resonant energies starts to shift further and further from each other.


